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)����ر ا�������� ا��#�#��        )nU ���.(� ا��را����� �	رّ�ا��:  
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ℵ∈
+

=

>

+ n
U

U

U

n
n ,

2

1

0

1

0

  

)�/�د �ن أنّ  .1 )nU ذات �دود �و���. 

04:    أ&�ت أنّ  .2

1
UUUUn 1nn1n −≤−ℵ∈∀ + 

≤≤�0دد�ن ط�����ن ���ث  qو  pإذا ��ن  .3 qp  ّأ&�ت أن : 

3

4

4

1 0UU
UU 1

qqp

−
×≤− 

)ا����' أنّ  .4 )nU 2�3و�. 
)ا����' أنّ  .5 )nU ������� ب� .��#�ر�� &م أ�
6.  �,�,�∑إ����' ط���� ا�

≥0n
nU. 
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  )د���� 30ا�
دة ��� و ( EMD2 :ا�
	��ن ا�����
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
 :ا���رّف ��� �,  f ���ن ا����4  

( )

( )

( )











−≥−

−<
−
+

=

1;5
8

1

1;
1

1

2

2

xx

x
x

xsh

xf 

I -  1.   وار  2أو�د ا��3ر ا���دود �ن ا�ر����  	ن −1�����,� :  
( ) ( )xchxxshx ++ 1;1 aa     

  
�د�� ا��3ور ا���دودة .2��� ،'���� :ا

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
1

1sh
lim)3

1

1sh2x1ch1
lim)2

11

1
2

1
x1sh

lim)1

21

22

2

1

2

2

1

−
+

−

+−+−

+−

−++

−→

−→

−→

x

x

x

xxx

xx

x

x

x

x

 

II -   ّق، أ&�ت أن�� ��� ������$��: 
���رة ��د  f. أ  �1− . 

 .−1(��ل �.�3#�ق ��د  f. ب         
���رار �,9 ا����و��8(��ل �.�3#�ق � f. ج  ℜ. 

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

         4"�:  
( ) ( ) ∫∫ ∞−∞−

=≥=
00

0;1, dteIndtetnI ttn  

) أ��ب .1 )0I. 
�دام ا� .2�� :�����ز:�، �رھن أنّ  ����,���
 

( ) ( )11 −−=≥∀ nInnIn 
 :إ����' أنّ  .3

( ) ( ) !1 nnIn n−=ℵ∈∀  
  

  :ا�	
ر�ن ا����ث
  :ا������ن ا���رّ	�ن �ـ gو  f ���ن      

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )xLogxg
x

xLogx
xf 2sin2;

cos

1 +=+−=  
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 .0	  �وار gو  �f,�����ن  2أو�د ا��3ر ا���دود �ن ا�ر���  .1
��ن ��د ا�)=ر ُ�ط,ب ����ن ���د������ و و"��� ���� gو  fا����' أنّ �,�����ن  .2����  

f  وg وار ا�)=ر�  	إزاءھ�� . 
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ل��  )ا�
دة ��	�ن( Synthèse: ا�
	��ن ا�
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
 :ا����4 ا���رّف �ـ ���fن ا����4   

( )

( )

( )












≥+

<+−

=
0;1

0;
sin

2

xxLog

x
x

xx

xf

α

 

���را ��د fا��  ��ون �ن أ�,��  �αّ�ن (���  .1� 0. 
  .0 �#�ل �?�3#�ق ��د f ھل .2
 :ا����4 ا���رّف �ـ ���hن  .3

( ) ( ) 0,
2

sin3 ≥







+

−= x
x

xfxh
π 

 .ر��ب ����� �hّ�ن أنّ . أ        
)�رھن أن ا����د�� . ب        ) 0=xh  ا����ل  	ل �. و��دا �#�] [1,0. 
�دام �ظر�� ا��زا�دات ا�������، �ّ�ن أنّ . ج       ����: 

( ) xxhx 






 +≤+ℜ∈∀ +

4
31

π 

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

�د�� ا��3ور ا���دودة �ن ا�ر���   ��  :ا������ت ا������ nأ��ب �
 

( )
( )

( )
( ) ( ) )3(

2cossin
2

3
1

lim)2

)4(
sin

2
cos1

lim)1

2

0

22

2

0

=
−

−+−

=
−

−−

→

→

n
xxx

xxLogxe

n
xx

x
x

x

x

x

  

  

ر�ن ا����ثا	�:  

  :، �"ℵ  =��4∗�ن ���nن     

( ) ( )∫
+∞

+
=

0 2 1
n

x

dx
nI  

) أ��ب .1 )0I . 
�دام ا��8 .2�� :�����ز:�، �رھن أنّ  ����,�

 

( ) ( )1
12

2* +
−

=ℵ∈∀ nI
n

n
nIn  

 :ا����' أنّ  .3
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( ) ( )
( ) 22642

12531
1* π×

××××
−××××=+ℵ∈∀
n

n
nIn

L

L 

  
  :ا�	
ر�ن ا�را��

  :����ن ا����د�� ا��=�",�      

( )I
x

x
yyx LLLLLLL

21
2'

+
=+  

'�02لّ ا����د�� ا��=�",��  .1 =+ yyx. 

)��#ق �ن أنّ ا����4  .2 )
2x

xarctang
:

−x
xy a د����ص �,���) �ل  )I. 

) ا����' ا��ل ا���م �,���د�� ا��=�",�� .3 )I.  
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��  )ا�
دة ��	�ن( Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
I -    ن���k  ددا �#�#�� ������ إ�9 ا����ل�] )و ���ن  −1,1] ) ℵ∈nnU ق#�� ��#�#� �������:  

n
nn kUUn =−ℵ∈∀ +1  

≤≤�0دد�ن ط�����ن ���ث  qو  pإذا ��ن  .1 qp ّأ&�ت أن ، :
k

k
kUU

q

qp −
≤−

1
 

)ا����' أنّ  .2 )nU ��3و�. 
  
II -   �������ر ا�����( ) ℵ∈nnU ا��ر �B�(��� ط�ة�اا����ا������ ��:  













≥+=

==

−
+ 1,

2

2,1

1
1

10

n
UU

U

UU

nn
n

  

    :�ّ�ن أنّ  .1
2

1 1
1

−
+

−−=−≥∀ nn
nn

UU
UUn 

  :أ&�ت أنّ  .2
n

nn UUn 






−=−≥∀ + 2

1
1 1 

) أ&�ت، ���د$ ����زء .3 )I ّأن ،( )nU ر���#�� .  
  

  :ا�	
ر�ن ا�����
)���ن    ) ℵ∈nna  4� �()���� 0������� أ�داد �#�#�� �و��� وlim =

+∞→ n
n

a .4"� :  

( )∑
=

ℵ∈−=
n

k
k

k
n naS

0

,1 

nnأ��ب  .1 SS 212 −+. 
012: �رھن أ2�ّ .2 aSn n ≤ℵ∈∀ + 
)أدرس ر����  .3 ) ℵ∈+ nnS )إ����' ط���� ا���������ن ، &م 12 ) ℵ∈+ nnS )و  12 ) ℵ∈nnS2. 
)ا����' ط���� ا��������  .4 )nS. 

5.  �,�,�)ا����' ط���� ا� )∑
≥

−
0

1
n

n
n a. 

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

 :ا��وا�4 ا���ر	� �ـ 9��n ا�ر���  0xأ�3ر ��وار      
( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) )2,(,
1

)2,0(,xcos1sh

)2,0(,.sin

0

0

0

=+∞=
+

=

==−=

==+=

nx
x

x
xh

nxxg

nxxeeLogxf
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  :ا�	
ر�ن ا�را��
)���ن           ) ℵ∈nnI  �	ّر�ـا�������� ا��#�#�� ا���:  

( )[ ] ℵ∈= ∫ ndxxI n
n ,sin

2

0

π
  

 .1I و 0Iأ��ب  .1
�دام ا� .2�� :�����ز:�، �رھن أنّ  ����,���

2

1
2 −

−=≥∀ nn I
n

n
In 

 :ا����' أنّ  .3
( )

( ) 22642

12531
1 2

π×
××××

−××××=≥∀
n

n
In n

L

L  

  
( )

( )12531

2642
1 12 +××××

××××=≥∀ + n

n
In n

L

L  

������ �����را��� .  أ .4$��( ) 1sin ≤x  ن أ�ل أي�x � نℜ ّق �ن أن#�� ،: 

nn IIn ≤ℵ∈∀ +1  
  :ا����' أنّ . ب

12

12

12

211
+

−

+

≤≤≥∀
n

n

n

n

I

I

I

I
n  

  :ا����' أنّ . ج
( )

( ) π
1

2642

12531
lim

2

=×








××××
−××××

+∞→
n

n

n
n L

L  
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  )ا�
دة ��	�ن( EMD1 :ا�
	��ن ا�ول
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
I -  م(أ�ب �ـ�دون ��ر�ر )$ ( أو) ��:  

 .�ل ������� ��#�ر�� ��دودة .1
 .�ل ������� ����()� و ��دودة �ن ا�D,9 	�  ��#�ر�� .2
3. CVUU

n
nn

n
∑

≥+∞→
⇒=

0

0lim. 

�,��ن ذا� .4,��,� �����دة  ���وع ,�  .�دود �و��� و �����د��ن ھو 
  
II - زام,��Fرھن )�� ا�:  

( )BA

B

A

BA

supsup

���ودة  

≤⇒














≠

ℜ⊂⊂

φ  

III - ل�.�  :أدرس ط���� ا�

∑∑

∑∑

≥≥

≥≥ +

11
2

11
2

2

cos;
2

1

3

2
;

1

nn
n

n
n

n

n

nn

n
n

n

n

  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  :�"n ،4�ن أ�ل �ل �دد ط���  �Gر ��دوم       
  













+

=

nدي�	
n

n

n
زو�
n

U n

   ,
1

   ,
1

2

2

  

�دام ��ر�ف ا������، �ّ�ن أنّ  .1����: 

0
1

lim;1
1

lim
2

2

==
+ +∞→+∞→ nn

n
nn

  

أدرس ر����  .2
*

1

ℵ∈









nn
و  

*12

2

ℵ∈









+
n

n

n 

3. 4"� :{ }*,2/ ℵ∈== ppnUA n  و{ }ℵ∈+== ppnUB n ,12/. 
 .ℜ��دود��ن 	   Bو  �Aّ�ن أنّ ا����و���ن . أ

 .Binf و ��Asup ، Bsup ،Ainfن . ب
4. '����) ا )BA ∪sup و ( )BA ∪inf. 

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث
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)����ر ا�������� ا��#�#��        )nU ���.(� ا��را����� �	رّ�ا��:  










ℵ∈+=

=

+ n
U

U
U

U

n

n
n ,

2

2

3

1

0

  

∀∋ℵ≤2: أ&�ت أنّ  .1 nUn. 
)�رھن أنّ  .2 )nU �()����. 
)نّ ا����' أ .3 )nU ������� ب� .��#�ر�� &م أ�
n: ا����' �4 ا���,�ل .4

n
USup

ℵ∈
nو  

n
UInf

ℵ∈
. 

5. �,�,�∑ إ����' ط���� ا�
≥0n

nU. 

  
  :ا�	
ر�ن ا�را��

)���ن        )nU #�� 0(�ر�� ��و ا�)=ر ������� ذات �دود �و��� ����()� وlim =
+∞→ n

n
U (           و  

     ( ) ℵ∈nnV ـ� �	رّ�ا�������� ا��:  
( )1+−= nnn UUnV  

 :�رھن أنّ  .1

)  .أ  ) ∑∑
+

=
+

=
++−=≥∀

1

1
1

1

11
n

k
kn

n

k
k UUnVn 

1  .ب 
1

+

+∞

+=
=ℵ∈∀ ∑ n

nk

k U
k

V
n  ث��∑∑

+=+∞→

+∞

+=
=

m

nk

k

m
nk

k

k

V

k

V

11

lim 

) :ا����' أنّ  .2 )∑∑∑
+=+∞→=

+

=
++=≥∀

m

nk

k

m

n

k
k

n

k
k k

V
nVUn

11

1

1

1lim1 

�,�  �=رض .3,�∑أنّ ا�
≥1n

nV رھن أنّ . ��#�ر���: 

∑∑
+∞

=

+

=
≤ℵ∈∀

1

1

1 k
k

n

k
k VUn  

∑&م ا����' أنّ   
≥1n

nU ر���#��. 

�,� : 	ط��ق .4,�∑أدرس ط���� ا�
≥0n

nU  ث��
1

1

+
=

n
U n�,�,�∑ ، &م ا����' ط���� ا�

≥0n
nV 

� 4( ) 0,1 ≥−= + nUUnV nnn. 
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  )د���� 30ا�
دة ��� و ( EMD2 :ا�
	��ن ا�����
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
I -  ن���f  #�#�� و���ن� �����0x  ن� ���)ℜ.  

  :�دون ��ر�ر )$ ( أو) ��م(أ�ب �ـ     
���ر ��د f ، 	8نّ �0x#�ل ����� ��د  fإذا ��ن  .1� 0x. 
2. [ ] [ ]( ) [ ]( ) fcafba fcb,  ���� ��� , �� و , ��� ������ ��� ⇒ 
 

3. 
[ ]

[ ]
[ ]( ) fca

 fcb,

fba

, ��� ������ق ���� 

 ��� ������ق ���� 

 , ��� ������ق ���� 

⇒
















∧ 

4. ( ) ( ) ] [( ) ] [ ( )( )  0/, �0و , ��� ���  cfbacfba bfaf =∈∃⇒×> 
���ر ��د f، 	8نّ �0x#�ل �3را ��دودا 	  �وار  fإذا ��ن  .5� 0x. 
��ك "��#ق 3روط د��ور  f ، 	8نّ 0	  �وار  �n#�ل �3را ��دودا �ن ا�ر���  fإذا ��ن  .6

 .n �ن ا�ر���" �و�J"4 ��(  �" �وران
  
II -   ن���f  4رّف �ـا�����ا��: 

( ) ( )ℜ∈ℜ∈













>

≤≤−+−
−≤

= ba

x
x

a
xbax

xxe

xf

x

,

1;
2

11;

1;

 

���را �,f 9 ���ث ��ون bو  �aّ�ن (�م � ℜ.  
 

III - د�� ا��3ور ا���دودة ا������ت ا���������  :أ��ب �

( )
( )

( )xx

x

xx xx arctg.

sin
lim)2;

sh

11
lim)1

2

00 →→ 






 −  

  
IV- وار�  	رف �ـ 9��2 ا�ر���  1 أ�3ر �ا����4 ا��: 

( ) ( )
2x

xLog
xf =  

��� � 2	      f ����9، ُ�ط,ب ����ن ���د��2 و و"��� 1د ����� �� f&مّ ا����' أنّ �����9      ���� 
  .1 �وار     
  

  :ا�	
ر�ن ا�����
 :ا���رّف ��� �,  ���fن ا����4  

( )

( )
( )

( )











<≤−

<<−−

=

10;arcsin
2

1

01;
sin

ch1

xx

x
x

x

xf 
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I - 1.دام �ظر�� ا����� :زا�دات ا�������، �رھن أنّ ��

] [ ( )
212

1,0
2

x
xf

x

x
x −≤≤

−
−∈∀ 

  2 . '����)ا )
x

xf

x 0

lim
>

→
.  

II -  ّأ&�ت أن:  
1. f  9,� ل �.�3#�ق��)] [1,1−. 
2. f � رار �,9 8(��ل �.�3#�ق���] [1,1−. 

 
  :���ثا�	
ر�ن ا�

  :أ��ب ا�����.ت ا������

( )( ) ( )∫ ∫+
dxx

Logxx

dx
arcsin;

1 2
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  


ل��  )ا�
دة ��	�ن( Synthèse: ا�
	��ن ا�
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  :ا�	
ر�ن ا�ول

  :ا���رّف �ـ ���fن ا����4   

( )
( )









>++−+

≤−
=

0;311

0;1

3 32 xxxx

xxLog

xf 

 
I -1.  دام �ظر�� ا��زا�دات ا�������، �ر��� :ھن أنّ ��

] [ ( ) xxLog
x

x
x −≤−≤

−
−∈∀ 1

1
1,0 

2.  4"�: 

( ) ( ) 0,
2

sin3 ≥







+

−−= x
x

xfxh
π 

 .ر���� ����� �hّ�ن أنّ . أ    
)�رھن أن ا����د�� . ب     ) 0=xh  ا����ل  	ل �. و��دا �#�] [1,0. 

  
II -1.   وار  2أو�د ا��3ر ا���دود �ن ا�ر����  	ن 0�����,� :  

( ) 3 32 311;1 xxxxxLogx ++−+− aa  
 .0 �#�ل ا$�3#�ق ��د f ا����' أنّ ا����4 .2
 .f������9ن ���د��2 و و"���2 ������� �، ُ�ط,ب ��0����� ��د  fا����' أنّ �����9  .3
 ؟0	  �وار  �2#�ل �3را ��دودا �ن ا�ر���  fھل ا����4  .4

 
III -1.  وار  1أو�د ا��3ر ا���دود �ن ا�ر����  	ا����4 +∞ f.  

2.  '����)ا )xf
x ∞+→

lim. 

�ط� �#�ر�� 	  �وار  fا����' أنّ �����9  .3∞+  ���ُ�ط,ب ����ن ���د��2 و و"���2 ����
�9���� f  وار�  	∞+. 

  
��#,� �ن ��"�� ا���ض III و I ،IIا�Dزاء : 
!�ظ��.  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

)���ن    )nU ـ� �	رّ�ا�������� ا��#�#�� ا��:  

( ) ( )∫ ≥−=
1

0
0,ch1 ndxxxU n

n  

I -1 . ب� .0Uأ�
):  �رھن أنّ . 2    )1sh0 ≤≤ℵ∈∀ nUn 
nn:  �رھن أنّ . 3  UUn ≤ℵ∈∀ +1 
)ا����' �4 ا���,�ل ط���� ا�������� . 4    )nU. 
 
II - 1. دام ا���� :�����ز:�، �رھن أنّ  ����,���
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( )( ) ( )[ ]2
21

1
2 ++

++
=ℵ∈∀ + nU

nn
Un nn 

2. '�����دام طر�#� ا��)ر، ا����: 
n.   أ    

n
U

+∞→
lim. 

�,� . ب    ,�∑ط���� ا�
≥0n

nU.  

 :ا����' �4 ا���,�ل .3
    { } { }ℵ∈ℵ∈ nUInfnUSup nn ,;,  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

    . a	  �وار 3C�ن ا�)�ف  f �=رض أنّ ا����4. �ددا �#�#�� ���a�� �#�#�� و  ���fن          
       4"�:  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

3233

h

afhafhafhaf
hg

−+++−+=  

  
�ر"����"�ام د���ر        �#�$ " 
��� %�"&'�)، أ(�) "# )hg

h 0
lim

→
 .  
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��  )ا�
دة ��	�ن( Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
)����ر ا�������� ا��#�#��        )nU ـا� �	رّ���:  








ℵ∈
−

=

=

+ n
U

U

U

n
n ,

2

1
0

1

0

  

∀∋ℵ≥1: أ&�ت أنّ  .1 nUn 
)�رھن أنّ  .2 )nU زا�دة��. 
)ا����' أنّ  .3 )nU ������� ب� .��#�ر�� &م أ�
}: ا����' �4 ا���,�ل .4 }ℵ∈nUSup n }و  , }ℵ∈nUInf n ,. 
�,�إ����' ط���� ا .5,�� ∑

≥0n
nU. 

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

)���ن        )nU ـ� �	رّ�ا�������� ا��:  

∗ℵ∈






 += n
n

U n ,
1

1log  

0lim:  �رھن �������ل ��ر�ف ا������ أنّ  .1 =
+∞→ n

n
U 

2.  4"�∑
=

=
n

k
kn US

1

  4�n ن� ℵ. 

 .�nد$��  nSأ��ب (��� . أ
nا����' . ب

n
S

+∞→
lim . 

�,� . ج,�∑ا����' ط���� ا�
≥1n

nU. 

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

  :ا���رّف �ـا�������f  4ن   

( )

( )













=

≠−

=
0;0

0;
sin

2

x

x
x

xx

xf 

 .f'، &م أ��ب ℜ �#�ل ا�3F#�ق �,�f 9رھن أنّ  .1
 ؟0����ر ��د  f'ھل ا����4  .2
���رار �,9 �8#�ل ا�3F#�ق � fھل ا����4  .3ℜ ؟ 
�دام د��ور  .4��)�,���4  1�ن ا�ر��� " $Gرا�'"�4 ��(  " ��ك �وران"�� )xx sina رھن� ،

 :أنّ 

( )
2

1≤ℜ∈∀ xfx  
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  :ا�	
ر�ن ا�را��
I -    د�� ا��3ور ا���دودة �ن ا�ر������  :���ا������ت ا��� 3أ��ب �

 
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )xx

xLog

xxe

xLogxx

x

xx

arctg.

1
lim)2

2sincos

1sin
lim)1

2

0

2

0

+

−−+
+−

→

→

  

II -  ب�    :أ�
( )∫ dxxx sin2  
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  )د���� 30ا�
دة ��� و ( EMD1 :ا�
	��ن ا�ول
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
I-    ن���A ل �ن ا�زء��)�ددا �#�#�� و ���ن  aو �G ℜر  )nu،( )nv،( )nw ت �دد����������.  

  :�دون ��ر�ر )$ (أو) ��م(أ�ب �ـ      
1. ( ) ( ) ( )( )AAد����A sup د���
 ا/��� �.   ���ود  �-ء  inf و �	   ⇒ℜ 
 
2. ( ) ( )Aaaـ� A ∈⇒ℜ 
  أ��� (� 	  
 

3. 
( ) ( )

( )( )n

nn

nnn

U

VW.1ر������

VUWn

����ر�2  

 و 

,

⇒






≤≤ℵ∈∀
 

 
4. ( ) ( )( ) ( )( )nnn UUU.1ر������ 212 و ����ر�2   ⇒+ 
 
5. ( )( ) ( ) ( )( )nnnn UV.1ر������VU ����ر�2    و    ⇒+ 

  
6. )∑

≥0n
nU و∑

≥0n
nV ��ن �=س ا�ط���( ( )⇒≤≤ℵ∈∀ nn VUn 0 

  

7. ( )0lim

2

1
lim

0

1

=⇒













=

≥ℵ∈∀

+∞→
+

+∞→

n
n

n

n

n

n

U

U

U

Un

 

  

8. 
( )









⇒











=

∑
∑

≥

=

0

0

����ر�2

ا/��� �.   ���ودة  k
k

n

n

k
kn

U

S

US

  

  
II -  ل�.�  :أدرس ط���� ا�

( )
( )∑ ∑ ∑

≥ ≥ ≥

>
+
−

−2 0 1
2

2

1,;
1

1
;

1

1

n n n
n

a
a

n

n

n

nn
  

  :ا�	
ر�ن ا�����
)����ر ا�������� ا��#�#��        )nU ���.(� ا��را����� �	رّ�ا��:  

  








ℵ∈
−

+−=

−=

+ n
U

U

U

n
n ,

2

4
3

1

1

0
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02:  أ&�ت أنّ  .1 ≤<−ℵ∈∀ nUn 
)�رھن أنّ  .2 )nU �()����. 
)ا����' �4 ا���,�ل ط����  .3 )nU ������� ب� .&م أ�
 : ��,�ل 	  ���� و�ودھ�أ��ب �4 ا� .4

n
n

USup
ℵ∈

n؛  
n

UInf
ℵ∈

n؛  
n

UMax
ℵ∈

n؛  
n

UMin
ℵ∈

 

5. �,�,�∑ إ����' ط���� ا�
≥0n

nU. 

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

)���ن        )nU  0(������� ��#�ر�� ��و ا�)=رlim =
+∞→ n

n
U ( و( )nV ـ� �	رّ�� �������:  

122 ++=ℵ∈∀ nnn UUVn  

      4"� :∑
=

=
n

k
kn VT

0

∑و  
=

=
n

k
kn US

0

  .ℵ �ن ��nث  

,12:  �ّ�ن أنّ  .1 +=ℵ∈∀ nn STn 
�12د$��  nS2أ��ب  .2 +nS.  
 :�رھن أنّ  .3

����UVر�2
n

n
n

n  ����ر�2 
00
∑∑

≥≥

⇔ 

�,�: �ط��ق .4,�  �ّ�ن ط���� ا�
( )

( )∑
≥ −+

−
2 1

1

n
n

n

n
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  )د���� 30ا�
دة ��� و ( EMD2 :ا�
	��ن ا�����
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
I -   4ن ا�������f  ,� ��� رّف�ا��: 

( )
( )

( )








ℜ∈ℜ∈
≥+

<+
= ba

xbxa

xx

xf ,

0;

0;1sh

2

 

���را ��د ���fث ��ون  bو  a(�م  �ّ�ن .1� 0. 
  .0 (��. �?�3#�ق ��د f ���ث ��ون bو  a(�م �ّ�ن  .2

II -  د�� ا��3ور ا���دودة ا������ ا��������� :أ��ب �
( )

( )xx

x
x sin

cosx1
lim

2

0

−+
→

  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  :ا����4 ا���رّف �ـ f ���ن       

( )
( ) ( )

( )







>+

≤−
=

− 1;1

1;arctg1

1
1

xex

xxx

xf
x

  

I - 1.   ّد�� �ظر�� ا��زا�دات ا�������، �رھن أن����: 

0,
1 2

>∀≤≤
+

xxarctgx
x

x 

2. ����  :أنّ ' ا

( ) ( ) ( ) [ ]1,0,
1

1
1

2
∈∀

+
−≤≤− x
x

xx
xfxx 

II - 1.  4رار�� ا�������  .1 ��د fأدرس ا
 )�,لّ إ����ك(؟ 1(��ل $�3#�ق ��د  fھل ا����4  .2
 ؟1	  �وار  3ا�ر���  �#�ل �3را ��دودا �ن fھل ا����4  .3
[ر��ب ����� �,9 ا����ل  f'�ّ�ن أنّ ا����4  .4 [1,0. 
)�ّ�ن أنّ ا���د��  .5 ) 0' =xf ا����ل  	ل �. و��دا �#�] [1,0.  

III - 1 .4  3��2ر ا���دود �ن ا�ر��� أو�د ا���,�f وار�  	0.  
��� �f  2 ����9، ُ�ط,ب ����ن ���د��2 و و"��� 0����� ��د  fا����' أنّ ����9  .2����

 .0   �وار	
  

  :ا�	
ر�ن ا����ث
  :أ��ب ا�����.ت ا������      

( )∫ ∫−
dxxx

x

dx
arctg;

4 2
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ل��  )ا�
دة ��	�ن( Synthèse: ا�
	��ن ا�
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
)���ن ا��������        )nU ـ� �	رّ�ا��:  







≥
−

+=

=
− 2,
1

1

1

1

1

n
n

U
U

U

n
n

  

2U أ��ب .1  . 
*21: �رھن أنّ  .2 ≤≤ℵ∈∀ nUn 
�دام ��ر�ف ا������ أنّ  .3��1lim: �رھن �� =

+∞→ n
n

U. 

 :�رھن أنّ  .4

( )( ) ( )( )( ) ( ) 12321

1

21

1

1

1
1*

×××−−−
++

−−
+

−
+=ℵ∈∀

L
LL

nnnnnn
Un n  

�دام طر�#� ا��)ر أنّ  .5�� :�رھن ��

0
111

lim
12

=






 +++ −+∞→ nn nnn
L 

∑�� ھ  ط����  .6
≥2n

nV  ث��
12

111
−+++=

nn
nnn

V L  ؟ 

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

 :ا���رّف �ـا����4 ا��#�#   ���fن   

( ) 12
1 22 +−






 += x
x

x
Logxxf 

  .+∞ 	  �وار �f,���4  �1د ا��3ر ا���دود ا���ّ�م �ن ا�ر���  .1
 f 9ُ�ط,ب ����ن ���د��2 و و"��� ���� f �9���� +∞	  �وار ا����' و�ود �ط �#�رب  .2

  .+∞ إزاءه 	  �وار
  

  :ا�	
ر�ن ا����ث
      4"�:  

( )( ) ( )[ ] *1

0
,21 ℵ∈+××++= ∫ ndxnxxxLogU n L  

)أ��ب   .1 )∫ +
1

0
dxkxLog  ث��*ℵ∈k. 

): إ����' أنّ  .2 ) ( ) nnLognUn n −++=ℵ∈∀ 11 
∑(ّ�د ط2314 ا�����2  .3

≥1n
nU.  
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��  )ا�
دة ��	�ن( Rattrapage: ا�
	��ن ا��	درا
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
)����ر ا�������� ا��#�#��        )nU ���.(� ا��را����� �	رّ�ا��:  








≥−=

=

+ 0,
6

7

2

1

0

n
U

U

U

n
n

  

61:  أ&�ت أنّ  .1 <<ℵ∈∀ nUn 
)�رھن أنّ  .2 )nU زا�دة��. 
)إ����' أنّ  .3 )nU ������� ب� .��#�ر�� &م أ�
 : �ّ�ن �4 ا���,�ل 	  ���� و�ودھ�  .4

       { }ℵ∈nUSup n } ؛ / }ℵ∈nUInf n } ؛ / }ℵ∈nUMax n } ؛ / }ℵ∈nUMin n / 
5.  �,�,�∑ا����' ط���� ا�

≥0n
nU . 

  

  :ا�	
ر�ن ا�����
 :ا���رّف �ـا����4 ا��#�#   ���fن   

( ) ( ) 0,cos
1

11
22

≠




 −
+

= xx
xx

xf 

  .0 	  �وار �f,���4  �2د ا��3ر ا���دود �ن ا�ر���  .1
2.   '����)ا )xf

x 0
lim

→
. 

���رار ��د  fا����' �4 ا���,�ل أنّ ا����4  .3F�� ر�ز �2 �ـ  �0#�ل ��د�دا� :f
~. 

�د�� ا����F �ن ا��ؤال اDول .4���: 
fأنّ ا����4 �رھن . أ

 .0 �#�ل ا�3F#�ق ��د ~
f 9أ�ط ���د�� ا����س �����. ب

��00د ا��#ط� ذات ا�=�),�  ~ =x  2���"مّ �دّد و&

����� �������9 f
 .	  �وار ا�)=ر  ~

)ا����د��  �ّ�ن أنّ  .5 ) 0
~ =xf  ا����ل  	ل �. �#�





2

,0
π.  

  

  :ا�	
ر�ن ا����ث
�د�� ا��3ر ا���دود، أ��ب ��ب (�م ا�و��ط       ���λ ا������ ا������:  

( ) xx

x
x λ−→ sin
lim

3

0
  

  

  :ا�	
ر�ن ا�را��
  :����ر ا�����,�ن      

∫ 






=
2

0

2

2
cos

π
dx

x
xI     و  ∫ 







=
2

0

2

2
sin

π
dx

x
xJ  

JI أ��ب .1 +. 
JIأ��ب  .2 −. 
Iإ��8�9 �71  .3   .Jو 
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2004-2003 
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  )د���� 30ا�
دة ��� و ( EMD1 :ا�
	��ن ا�ول
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
I -   ن���( )nU ـ� �	رّ�ا�������� ا��:  

1,
12

31 ≥
−

−= n
n

n
U n  

�د�� ��ر�ف ا������ أنّ  .1��:  �رھن �
2

3
lim −=

+∞→ n
n

U 

) �رھن أنّ  .2 )nU ر����. 
  :أ��ب �4 ا���,�ل 	  ���� و�ودھ� .3

n
n

USup
*ℵ∈

n  ؛ 
n

UInf
*ℵ∈

n؛  
n

UMax
*ℵ∈

n؛  
n

UMin
*ℵ∈

  

 II -   ن���A ن  ا�زء�∗
−ℜ ل و ��دود��0sup�4  ا�Gر  ≠A و ���ن ،

A

  ا����و�� ا���رّ	�  1

  :�ـ       







 ∈= Ax

xA
,

11  

 .SupA>0: �رھن أنّ  .1

: �رھن أنّ  .2
A

 .�زء ��دود 1

): �رھن أنّ  .3 )AInfA
Sup

11 =






 . 

): ا����' أنّ  .4 )ASupA
Inf

11 =






.  

III -   4"�{ }*, ℵ∈= nUA n  ث��( )nU ا��زء  	 �	رّ�ا�������� ا�� ( )I .ب�  :أ�

















A

Sup
A

Inf
1

;
1  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

)���ن        )nU  و( )nV ن �ـ��	رّ�ا���������ن ا��:  

( )

( )













≥+=

≥+=

==

−−

−−

1,2
3

1

1,2
3

1

2,1

11

11

00

nVUV

nVUU

VU

nnn

nnn  

nn:    �رھن أنّ  .1 VUn <ℵ∈∀ 
)�ّ�ن أنّ  .2 )nU � زا�دة و�( )nV �()����. 
   :أ&�ت أ2�ّ .3

] [ n
nn kUVnk =−ℵ∈∀∈∃ :1,0 

) : &م ا����' ا������ ا������ )nn
n

UV −
+∞→

lim 
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)ا����' أنّ  .4 )nU  و( )nV ن ��و �=س ا���������#�ر�� l. 
��=�دة �ن �ون ا����وع ( �lّ�ن (���  .5Fك ا����nn VU  ).n $ ���,ق �ـ +
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  )د���� 30ا�
دة ��� و ( EMD2 :ا�
	��ن ا�����
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
 I-    ن���f  ,9 ���ل� �	ر�� ��#�#� �����I  ن�ℜ 0وx ددا �#�#�� �ن�I  و ���نn ن�∗ℵ.  

  :�دون ��ر�ر )$ ( أو) ��م(أ�ب �ـ      
���را ��د  fإذا ��ن  .1�0x ّ8ن	 ،f 0 �#�ل ����� ��دx. 
2. ) f 9,� ر ����ظ�م���� I( ⇔ ) f 9,� ر���� I(  
3. ) f  �3#�ق ��دF�0#�ل اx(⇔) f ر ��د���� 0x( 
4. ) f �3#�ق ��دF0 �#�ل اx( ⇔ ) f �3Fر ��د�#�ل ا�� )0x #�ق �ن ا����ن و �ن ا��

)ا���رّف �ـ g ا����4 .5 ) 






+=
x

xxxg
1

sin3  وار �2#�ل �3را ��دودا �ن ا�ر����  	0. 

6. ) f  ل �3را ��دودا �ن ا�ر����#�n  وار�  	0(⇔)( ) lxfl
x

=ℜ∈∃
→0

lim/( 

 
II -   ّد�� �ظر�� ا��زا�دات ا������� ��ن أن���� : 

[ [
21

arcsin1,0
x

x
xxx

−
≤≤∈∀  

III -   ن���f رف �ـ�ا����4 ا��: 

( )

( )

( )












=
ℜ∈

≠+−

=
0         ;             0       

0;
sin

2

x

a

x
x

axx

xf 

���را ��د fا��  �ن أ�,�� ��ون  aّ�ن (��� � .1� 0. 
 .a=1 �=رض أنّ  .2

 .f' &م أ��ب ،ℜ �#�ل ا$�3#�ق �,�f 9رھن أنّ . أ
���رار8(��. �.�3#�ق � fا��  ��ون �,���  �Eّ�ن ا����و�� . ب. 

 
  :ا�	
ر�ن ا�����

 I-   ن���f  وg ن �ـ�	رّ�ن ������:  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )2

2

sin1

cos
;1

x

x
xgxLogxf

+
=+=  

 .g و �f,�����ن  0	  �وار  �2د ا��3ر ا���دود �ن ا�ر���  .1

)  :إ����' ا������ .2 )
( )xgx

xf
x 0
lim

→
 

  �، ُ�ط,ب ����ن ���د������ و و"��� ����0�����ن ��د  g و f  �ا����' أنّ ����� .3
       f و g وار ا�)=ر�  	إزاءھ�� . 

  
II -   ن���h رّف �ـ�ا����4 ا��:  

( ) 12 ++= xxxh  



 
51 

)�د ا��3ر ا���دود �,���4  )
x

xh
x a وار  �2 �ن ا�ر���  	أنّ �����9+∞ '����          h ، &مّ ا

�ط� �#�ر�� ��:. 	  �وار     ∞+ � ���  	  �وار  h ����9ُ�ط,ب ����ن ���د��2 و و"���2 ����
   ∞+.  
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ل��  )ا�
دة ��	�ن( Synthèse: ا�
	��ن ا�
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
I -    ن���k  ددا �#�#�� ������ إ�9 ا����ل�] )و ���ن  1,0] ) ℵ∈nnU دد�� ���ث� �������:  

11
*

−+ −≤−ℵ∈∀ nnnn UUkUUn  
 :أ&�ت أنّ  .1

011 UUkUUn n
nn −≤−ℵ∈∀ +  

≤≤�0دد�ن ط�����ن ���ث  q و p إذا ��ن .2 qp ّأ&�ت أن ، : 

k

UU
kUU q

qp −
−

≤−
1

01 

)ا����' أنّ  .3 ) ℵ∈nnU ��3و�. 
)�� ھ  ط����  .4 )nU ؟  

II-    �������ر ا�����( ) ℵ∈nnU ا��ر �B�(��� ط�ة�اا����ا������ ��:  










ℵ∈
+

=

>

+ n
U

U

U

n
n ,

2

1

0

1

0

  

∀∋ℵ≤0    :�ّ�ن أنّ  .1 nUn 
)أ&�ت، ���د$ ����زء  .2 )I ّأن ،( )nU ������� ب�  .��#�ر�� &م أ�

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  :رّف �ـا����4 ا��� ���fن       

( )
( )













=−

≠




 −
+

=

0;
2

1

0;cos
1

11
22

x

xx
xx

xf  

  . 0	  �وار 2�ن ا�ر���  �fد ا��3ر ا���دود �,���4  .1
2.  '����)ا )xf

x 0
lim

→
. 

���ر ��د f ا����' أنّ ا����4 .3� 0. 
 .0 �#�ل ا$�3#�ق ��د f �رھن أنّ ا����4 .4
��� �,���س 	   ���9�&مّ �دّد و"��� ھذا ا� ��0د  f 9أ�ط ���د�� ا����س ����� .5����

 .�وار ا�)=ر

)�ّ�ن أنّ ا����د��  .6 ) 0=xf  ا����ل  	ل �. �#�





2

,0
π. 

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

�د�� ا��3ر ا���دود، أ��ب ��ب (�م ا�و��ط       ���λ ا������ ا������:  
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( ) xxLog

x
x λ−+→ 1
lim

2

0
  

  
  :ا�	
ر�ن ا�را��

  : �"ℵ، 4∗�ن n�ن أ�ل       
( ) ∫ −=

1

0

2

dxexnI xn  

) أ��ب .1 )1I. 
�دام ا�����,� �����ز:�، �رھن أنّ  .2����: 

( ) ( )
e

nI
n

nIn
2

1

2

1
2* −+=+ℵ∈∀  



  

 
54 

��  )ا�
دة ��	�ن( Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
)���ن        )nU  و( )nV ن �ـا������ن ���ا���	رّ��:  
















≥
+

=

≥
+

=

==

+

+

0,
2

0,
2

1,2

1

1

00

n
VU

VU
V

n
VU

U

VU

nn

nn
n

nn
n  

 .�ّ�ن أنّ �دود ا���������ن �و��� .1
nn:   �رھن أنّ  .2 UVn <ℵ∈∀ 
)�ّ�ن أنّ  .3 )nU  و �()����( )nV زا�دة��. 
[    :أ&�ت )�� .4 [ ( ) 1

11/1,0 +
++ ≤−ℵ∈∀∈∃ n

nn kVUnk 
)  : &م ا����' أنّ  ) 0lim =−

+∞→ nn
n

VU 

)ا����' أنّ  .5 )nU  و( )nV ن ��و �=س ا���������#�ر�� l. 
��=�دة �ن �ون ا��داء ( �lّ�ن (���  .6Fك ا����nn VU ق �ـ,��� $n.( 
n :ا���,�ل و 	  ���� ا�و�ودأ��ب �4  .7

n
UMax

ℵ∈
 ،n

n
USup

ℵ∈
nو  

n
UInf

ℵ∈
nو �ذا  

n
VMin

ℵ∈
 ،

n
n

VSup
ℵ∈

nو  
n

VInf
ℵ∈

. 

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

 :��رّف �ـا����4 ا� ���fن       

( )












=

≠






 ×++

=
0;0

0;
1

sinsin1

x

x
x

xxx

xf 

 .f'&م أ��ب ℜ �#�ل ا�3F#�ق �,�f 9رھن أنّ ا����4  .1
���رار8(��. �.�3#�ق � fا��  ��ون �,���  �Eّ�ن ا����و��  .2. 

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

I -   0أ�3ر ��وارx  9 ا�ر�����n ن �ـ�	ر�ن ا����ا����:  

( ) ( )
( ) )2,1(,

)2,0(,sin1

0

0
2

===

==+=

nxexg

nxxxf
xLogx

  

  
II -  د�� ا��3ور ا���دودة ا������ ا���������  :أ��ب �

( )
xxx

xxx
x tgsin2

tg2cos1
lim

0 −−
−+

→
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2005-2004 
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  )د���� 30ا�
دة ��� و ( EMD1 :ا�
	��ن ا�ول
  

 :ا�	
ر�ن ا�ول
I -  ن���M ددا �#�#�� و�( )nU دد�� و���ن� ������f  9,� �	ر�� ��#�#� �����[ ]ca ,.  

 : �دون ��ر�ر )$ ( أو) ��م(أ�ب �ـ     
  .M��#�ر�� ��و   Mو ��دودة �ن ا�D,9 �ـ �ل ������� ��زا�دة .1
  .M��#�ر�� ��و   �Mل ������� ����()� و�#�ل �دا أد�9  .2

3. ( )nU دة����� ⇔











+∞=∨−∞=

+∞→+∞→ n
n

n
n

UU limlim  

4. ( )nU ر���#��[ ] ⇔≥∀≤−ℵ∈∃>∀∈∀ 00 :,0, nnlUnIRl n εε   

5. )f  9,� ر����[ ]ca , (⇒ )f  9,� ر����[ ]ba [و , ]cb , (  
6. )f 9,� ل ا$�3#�ق�#�[ ]ca , (⇒ )f  9,� ل ا$�3#�ق�#�[ ]ba ]و , ]cb , (  

II -  ر�ف ا�������دّ�� ���� :��ن أنّ  ،�

1
1

lim =
++∞→ n

n
n

  

III -  ن���A  ن� �����   �ددا  aو���ن ℜو��دودة �ن ا 9,�D	  ℜ���و�� �ز:�� �Gر 
���Aaث ��#�#�      ∉  .4"�:  { }aAB ∪=.  

  .ℜ ��دودة �ن ا 9,�D	  Bن أنّ ا����و�� ��ّ  .1
SupBASup   :ن أنّ ��ّ  .2 ≤.  
�SupAa=رض أنّ  .3 ≤  . 

SupABSup  :ن أنّ ��ّ          =.   
  

  :ا�	
ر�ن ا�����
)����ر ا��������        )nU ���.(� ا��را����� �	ر�ا��  :  









ℵ∈=

=

+ n
U

U

U

n
n ,

1
21

2
1

0

  

∀∋ℵ<0   :أ&�ت أنّ  .1 nUn  
2. 4"�:  ( )122 +=∧=ℵ∈∀ nnnn UWUZn  

0011   :  أ��ب. أ     ,,, WZZW    
)  :  �رھن أنّ . ب     )4

1
4

1 nnnn WWZZn =∧=ℵ∈∀ ++  
) :  �رھن أنّ . ج     )11 >∧<ℵ∈∀ nn WZn   
)أدرس ر���� . د     )nW  و( )nZ. 
)��ن 	  ���� ا��#�رب ا������ت ا�����,� �ـ . ه     )nW و( )nZ  . 
)ا����' ط���� . و     )nW و( )nZ . 
nأ��ب . ز    

n
W

+∞→
lim  وn

n
Z

+∞→
lim ،  ��ط�� '����)&م ا )nU.  
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� و �#ف( EMD2 :ا�
	��ن ا�������(  
  

 :ا�	
ر�ن ا�ول
I -  وار ا�)=ر 2 ���دودة �ن ا�ر����� �#�ل �3ورا ھل ا��وا�4 ا����  	رّر إ����ك ؟�.  

xexg
x

x
xf

1

:;
sin

: aa  

 II - 1 .4ر�ف أن ا�����دام ا�����xxf  : �رھن �� +1: a   ر ��د ا�)=ر����.  
�دام �ظر�� ا��زا�دات ا������� أنّ . 2     ��   : �رھن ��

2
110

x
xx +≤+≥∀  

III -  د�� ا��3ور ا���دودة (�م���  : ���ث ��ون b و ��aن �
  

( ) 0
1

cos
lim

0
=








++

+→
b

x

a

xLog

x
x

  

  :ا�	
ر�ن ا�����
 : ا���رّف �ـ f ���ن ا����4      

( )
( )ℜ∈













>+
=

<+

= ba

xxbLog

x

x
x

ax

x
x

xf ,

0;

0;0

0;
sin1

cos

)(

2

 

���را ��د ا�)=ر f �ا��  ��ون �ن أ�,�� bو ��aن (�م  .1�.  
  .b=1و a=�0=رض  .2

  .��د ا�)=ر fأدرس (��,�� ا�3#�ق. أ
')(أ��ب. ب xf  0�ن أ�ل≠x .  
 ؟�#�ل ��د�دا ��$���رار ��د ا�)=ر f'ھل ا����4. ج

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

�ب ا�����.ت ا������أ      � :  
( ) dxxLogx∫ + cos1cos 

  

     dx
xx∫ ++ 544

1
2

  

 

           dx
x

e
x

∫ −










2

2
arcsin

4
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ل�� )ا�
دة ��	�ن( Synthèse: ا�
	��ن ا�
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  : �,���4 −∞ 	  �وار �1د ا��3ر ا���دود ا���ّ�م �ن ا�ر���  .1

xe
x

x
xf

12

1
:

+
a 

��ر إزاءه 	  �وار  و −∞ 	  �وار f ا����' ���د�� ا��ط ا��#�رب �����9 .2Dھذا ا ���و"
∞-.  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

[ ا���رّف �,f 9 ���ن ا����4        :�ـ 0,+∞]








 +=
2

1

3

2
)(

x
xxf  

)و ���ن       )nU ـ� �	ر�ا�� ���ا�������� ا��را�  :  

( )



ℵ∈=
=

+ nUfU

U

nn ,

2

1

0  

 
�xxfل ا����د��  .1 =)(  	] [∞+,0.  
2.  4"�3 2=l . ّا����4  �رھن أنf  9,� ����� زا�د��] ]2,l.  
  :أنّ  fا����4  و ��$������ �ر���� �4ار�رھن ���� .3

2≤<ℵ∈∀ nuln 
)�رھن أنّ  .4 )nU ����ط�� '����  .����()� و ا
 :أ��ب 	  ���� و�ودھ� �4 ا���,�ل .5

n
INn

n
INn

n
INn

n
INn

n
n

UMinUMaxUInfUSupU
∈∈∈∈+∞→

;;;;lim  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

���را �,f 9 ���ن  � �����[ [�3#�ق �,9 (��. �. و 0,+∞] [∞+,0 4�'f 9,� ����� زا�د��    
 ] [∞+,0.  
�دام �ظر�� ا��زا�دات ا������� �ر��ن أنّ  .1��  : �رھن ��

)()1()()1()(1 ' xfxfxfxfxfx −+<<−−≥∀  
lim)(�0=رض  .2 =

+∞→
xf

x
. 

lim)(�0رھن أنّ . أ   ' =
+∞→

xf
x

. 

]�,f 9 ا����' إ�3رة و  f &م أو�د �دول ��Bرات f' ���' إ�3رةا�. ب   [∞+,0.  
  

  :ا�	
ر�ن ا�را��
    :���ن      

( ) ℵ∈
+

= ∫ ndx
x

I
nn ,

4

1
2

             

  .1Iو 0Iأ��ب  .1
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�دام ا� .2�� :أنّ  ،�����ز:� ����,��رھن ��

( ) 












−

+−
=ℵ∈∀ +12

* 8
421

1
nnn In

x

x

n
In 

3. '����)���رة  ا ) dx
x

∫ + 22 4

1. 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

��  )ا�
دة ��	�ن( Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا
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 :ا�	
ر�ن ا�ول

 : ا���رّف �ـ ���fن ا����4         

( )








≥

<








=

0;sin

0;
1

cos
)(

xshx

x
x

x
xf  

 
I- 1 .4رار�� ا�������  .   �,9 ���و�� ��ر�=f 2 أدرس ا

 .     �,9 ���و�� ��ر�=2 &م أ��ب ا����4 ا���3ق 	  ���� و�وده f أدرس (��,�� ا�3#�ق ا����4 .2
�دام �ظر�� ا��زا�دات ا������� أ&�ت  .3��  :أنّ ��

( ) chxxshxx ≤≥∀ sin0    
  
II- م �,����4د ا��3ر ا���دود ا�ّ��� f وار 1 �ن ا�ر����  	ط ا��#�رب  −∞ �   &م ا����' ���د�� ا�

     9����� f وار�  	وارو و −∞ �  	ر إزاءه  ��Dھذا ا ���" ∞−.  
  

  :ا�	
ر�ن ا�����
  :ا���رّف �ـ f ���ن ا����4      

( ) ( )ℜ∈
+

+−= αα
,

1

2
cos)(

2
2

x

xx
xLogxf  

  .ر	  �وار ا�)= 3 �ن ا�ر��� f �د ا��3ر ا���دود �,���4 .1
����9��� � α ���د�� ا����س وو"���2 ��ب (�م�ّ�ن  .2���� f   	=(ر�وار ا�.  
�د�� ا��3ر ا���دود  .3�� :أ��ب ،�

 
( )

)(1

cos
lim

2

0 xch

xLog
x −→

  

 :ا�	
ر�ن ا����ث
  :أ��ب ���,       

dxxx )arctg(2∫  

dx
xx∫ +− 52

1
2
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  إمتحــانـــات
  

2006-2005 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )��د�� 30ا�
دة ��� و ( EMD1 :ا�
	��ن ا�ول
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  :التمرين الأول

)لتكن       )nU بـ معرفةال حقيقيةال متتاليةال: 

∗ℵ∈−= n
n

U n ,
1

1 

 : مستخدمّا تعريف النهاية بين أنّ  .1
1lim =

+∞→ n
n

U 

)أدرس رتابة المتتالية  .2 )nU. 

  :  نضع .3

{ }∗ℵ∈= nUA n ;  
Aبين أنّ المجموعة .  أ          .ℜمحدودة في 

    : عين في حالة وجودها. ب      

MinAMaxAInfASupA ;;;  
 

 :الثانيالتمرين 

A لتكن         عددا λوليكن  ℜومحدودة من الأعلى في ℜ+جزئية غير خالية من  مجموعة 

}  :نضع .λ〈0بحيث احقيقي }AaaA ∈ℜ∈= /λλ  

  .ℜ محدودة من الأعلى في Aλبين أنّ المجموعة  .1

):     بين أنّ  ،ℜ باستخدام الخاصية المميزة للحد الأعلى في .2 ) SupAASup λλ = 

 
  :التمرين الثالث

)نعتبر المتتالية        )nU المعرفة بالعلاقة التراجعية :  







ℵ∈+=

=

+ n
U

U

U

n
n ,1

6

1
2

1

0

 

21    :بين أنّ  .1 ≤≤ℵ∈∀ nUn  

   :أثبت أنّ  .2
n

nn UUn 






×≤−ℵ∈∀ + 3

2

6

1
1  

≤≤0:عددين طبيعيين بحيث qوpإذا كان  .3 qp ,  ّأثبت أن  :  
q

qp UU 






×≤−
3

2

2

1  

)استنتج أنّ المتتالية .4 )nU متقاربة ثم أحسب نهايتها.  
  )د���� 30ا�
دة ��� و ( EMD2 :ا�
	��ن ا�����
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  :التمرين الأول

I - ليكن f 0قيقيا وتابعا حx م(أ�ب �ـ  .عددا حقيقيا�دون ��ر�ر )$ ( أو) ��: 

1. )f  0لا يقبل نهاية عندx(⇒)f  0غير معرف عندx(  

2. )f  0يقبل نهاية عندx(⇒) f  0مستمر عندx(  

3. )f  0يقبل الاشتقاق عندx(⇔)f  0يقبل الاشتقاق من اليمين ومن اليسار عندx(  

4. )f يقبل الاشتقاق علىI(⇒ )f  0من الصنفC علىI(  

5. )f  0معرف عندx( ⇒ )f  0في جوار امحدود ايقبل نشرx(  

6. 1
)(

)(
lim

2

2

0
=

→ xo

xo
x

 .  

II - 4ر�ف أن ا�����دام ا�����:3  : �رھن �� 2 +xxf a  ر���  .0 ��د �

III - دام �ظر�� ا��زا�دات ا������� أن��� :�رھن ��

                    [ [
21

cos
2

1,0
x

x
xArcxx

−
≤−≤∈∀ π  

  

  :التمرين الثاني
  :ا���رّف �ـ f ���ن ا����4      

)( ℜ∈l ,  










=

≠
−
−

=

0;

0;
1)(

xl

x
chx

shxchxx

xf 

 .0	  �وار 3�ن ا�ر���  fأو�د ا��3ر ا���دود �,���4  .1

lاستنتج قيمة  .2  .0عند  امستمر  fالتي يكون من أجلها  

  .l=0نفرض أن .3

  .0يقبل الاشتقاق عند  fبين أن التابع  .أ        

��� �,���س 	   ����9&مّ �دّد و"��� ھذا ا� 0 ��د fأ�ط ���د�� ا����س �����9  .ب       ����  

   .0 �وار          
  

 :التمرين الثالث

 : أحسب مايلي       

dxxe x cossin∫     ؛  dxxx cossin
2

0
∫

π

dx    ؛   
x

Logx
dx  ؛     ∫

xx∫ −+ 32

1
2

  

  
	

لا���  )ا�
دة ��	�ن( Synthèse: ��ن ا�
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 :التمرين الأول

)����ر ا�������� ا��#�#��       )nU ـ� �	رّ�ا��: 








ℵ∈+=

>>

+ n
U

UU

U

n
nn ,)(

2

1
0,

1

0

α
αα

 

∀∋α>ℵ  : أ&�ت أنّ  .1 nUn 
)(أدرس ر���� ا�������� .2 nU. 
)(ا����' �4 ا���,�ل �#�رب ا�������� .3 nU. 
 : �4 ا���,�ل) 	  ���� و�ودھ� ( أ��ب  .4

.;;;;lim
ΙΝ∈ΙΝ∈ΙΝ∈ΙΝ∈+∞→ n

n
n

n
n

n
n

nn
n

UMinUMaxUInfUSupU 

      

   :التمرين الثاني 

  :ا���رّف �ـا����f  4 ���ن       
 

( )












=

≠−

=
0;0

0;
1

sin
)1(cos

x

x
xx

x

xf 

lim)( :أ��ب .1
0

xf
x→

lim)(؛   xf
x +∞→

 . 

 .0 ��د fأدرس ا���رار�� ا����4 .2

3.  4"�
x

xf
xg

)(
)( =  4�∗ℜ∈x  ر ا���������ن���و ��)( nx و)( ny ن �ـ��	ر�ا�� : 

πππ n
y

n
xn nn

2
2

11

+
=∧=ℵ∈∀ ∗ 

lim)( :بأ��  .أ  n
n

xg
+∞→

lim)( ؛  n
n

yg
+∞→

  .  

  ؟0يقبل نهاية عند  gهل التابع   .ب 

  .0 (��ل �.�3#�ق ��د fا����4 استنتج فيما إذا كان  .ج 
    

  :التمرين الثالث
 :ا���رّف �ـا����4 ا��#�#   ���fن    

( ) xxexf x 22
1

+= 
 

  .−∞ و +∞	  �وار  �f,���4  ��1 �د ا��3ر ا���دود ا���ّ�م �ن ا�ر� .1
ُ�ط,ب ����ن ���د����� و  f �9���� −∞ و +∞ا����' و�ود �ط�ن �#�ر��ن 	  �وار  .2

  .−∞ و +∞إزاءھ�� 	  �وار f 9"��� ����و
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  :التمرين الرابع

  :���ن ا����د�� ا��=�",��       

( )I
x

Logxyy LLLLL
1

55' −=−  

'�05لّ ا����د�� ا��=�",��  .1 =− yy. 
Logxx ��#ق �ن أنّ ا����4 .2 −a ��,"�=د�� ا����ص �,���) �ل  )I. 
) ا����' ا��ل ا���م �,���د�� ا��=�",�� .3 )I.  
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��  )ا�
دة ��	�ن( Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا
 

 :التمرين الأول

)����ر ا�������� ا��#�#��        )nU ـ� �	رّ�ا��: 













ℵ∈
−

=

=

+ n
U

U
U

U

n

n
n ,

67

2

1

0

 

61   :أ&�ت أنّ  .1 ≤≤ℵ∈∀ nUn. 
)(أدرس ر���� ا�������� .2 nU. 
)(ا����' �4 ا���,�ل ط���� ا�������� .3 nU. 
: �4 ا���,�ل) 	  ���� و�ودھ� ( أ��ب  .4

ℵ∈ℵ∈ℵ∈ℵ∈+∞→ n
n

n
n

n
n

n
nn

n
UMinMaxUUInfUSupU ;;;;lim 

      

   :ن الثانيالتمري

  :المحدودة أحسب النهايات التالية مستخدما النشور       

)
)1(

11
(lim)2;

1
lim)1

00

2

xLogxx

e
x

x

x +
−−

→→
  

  
  :التمرين الثالث

  :ا���رّف �ـا����4 ا��#�#   f ���ن      

( )












>






 +
=
<

=

0;
1

0;0

0;

2

1

x
x

x
Logx

x

xex

xf

x

  

���ر �,f 9ھل ا�����fD.   4,9 ���و�� ��ر�=f 2ا����4 ا�3#�قأدرس  .1�fD؟ 

 .−∞ و +∞	  �وار  f �,���4 1 �د ا��3ر ا���دود ا���ّ�م �ن ا�ر���  .2
��� و �ُ�ط,ب ����ن ���د�� f �9���� −∞ و +∞ر ا����' و�ود �ط�ن �#�ر��ن 	  �وا .3

 .−∞ و +∞ إزاء ھ�� 	  �وار f 9و"��� ����

∫  ا��ب . 4
−

1

)(
ne

dxxf  4� ∗ℵ∈n .  

5  .  4"� ∫
−

=
1

)(
ne

n dxxfU 4� ∗ℵ∈n . 

n احسب   . أ
n

U
+∞→

lim  .  

)(ا����' ط���� ا��������  . ب nU.  
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  إمتحــانـــات
  

1999-1998 
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  EMD1 :ا�
	��ن ا�ول
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
0lim :��ر�ف أنّ ا	رھن 	������ل � .1 =

+∞→ n
n

U ��� رھن	أي �: 

εε ≤−⇒≥ℵ∈∀ℵ∈∃>∀ 0,/,0 00 nUnnnn  
��ن     ε ����� د���. �و�ب:  

( )( ) ( )( ) nnnnn
U n

1

21

1
0

21

1
0 ≤

++
=−

++
=−  

    ��� ،�−≥��εون  و �� 0nU  أن ��ون � ��ε≤
n

أي  1
ε
1≥n.  

1إذن 	#"ذ     
1

0 +




=
ε

n ط%وب�  .���)ق ا

 
د��� .2: 

( )
( )( ) ( )( )21

1

21

2

21 ++
=

++
+++=

+
+

+
=ℵ∈∀

nnnn

banba

n

b

n

a
Un n  

�ط�	)� ��د    �	:  
2a+b=1    وa+b=0  

    �  :و (%�
b=-1           وa =1  

  :إذن    

2

1

1

1

+
−

+
=ℵ∈∀

nn
Un n  

 
د��� .3 ،�(	�� :	,��"دام ا���واة ا

2

1
1

2

1

1

1

3

1

2

1

2

1
1...10 +

−=








+
−

+
++







 −+






 −=+++
nnn

UUU n L  

    �  :و ��

1
2

1
1limlim

0

=








+
−=

+∞→=+∞→ ∑
n

U
n

n

k
k

n
  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
1. ∀∋ℵ≤1 :أنّ  -�ار��	رھن 	� ∗

nUn 
د���  �n=1ن أ�ل      ،111 ≥=U �����.  
  .n+1و �	رھن ���/� �ن أ�ل ار�	�  ��n �ن أ�ل ار�	� � �رض ��� ا��را�    
د���    :  

[ ] 1
2

1

3

1

2

1 2
1 ≥+≥








++=+ nnnnnn UUUUU  
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nnnو ) 2رnU )�1≤01نّ      UU ≥+
3

12.  

    �  :و (%�
1* ≥ℵ∈∀ nUn  

 
د��� .2: 

0
3

1

2

1

3

1

2

1

2

2
1

≥







−+=

−







++=−ℵ∈∀ +

∗

nnn

nnnnnn

UU

UUUUUn

  

0nnnنّ       UUn ≥+ℵ∈∀ ∗

3

12  

     ������)و (%�� ا )nU زا�دة��.  
 

��ن  .3n ن�∗ℵ � �� .د���: 

n

nnn
n

nnnn

nnnn

nnnnnn

UU

UU

UU

UUUU

32

1

3

1
3

1
32

1

3

1

34

1

3

1

2

1

34

1

34

1

2

2

2

11

×
≤











++

⇔

×
≤−+⇔

×
≤








−+⇔

×
≤−⇔

×
+≤ ++

  

    �  :و (%�

2
3

1

34

1 2
1 ≥++⇔

×
+≤+ nnnnnn UUUU  

     ��1(2ا
3

12 ≥++ nnn UU  ّ��1))� دو�� 0ن≥nU .��� 4����� �(ط��  :�ن ا���2ؤ ا

nnn UUn
34

1
1 1 ×

+≤≥∀ +  

د��� ��� �	ق .4: 
  

1211

12211

34

1

34

1

34

1
34

1

34

1

34

1
2

−

−−−−−

×
++

×
+

×
+≤

×
+

×
+≤

×
+≤≥∀

n

nnnnnn

U

UUUn

L

  

11و 	�� أنّ      =U  ّ2,ن:  






 ++++≤≥∀ −12 3

1

3

1

3

1

4

1
12

nnUn L  
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   nو(%�� ا��را��� ����� �ن أ�ل أي  n=91م وا81 ��� ا��را��� أ(7ه �ن أ�ل     
  .ℵ∗�ن    

  
د��� �ن �/� أ"رى .5:  

2

1

3

1
1

2

1

3

1

3

1

3

1
112

≤






 −=+++ℵ∈∀ −−
∗

nn
n L  

    �  :و (%�

8

9* ≤ℵ∈∀ nUn  

)أي      )nU �  .��دودة �ن ا0(%
)و 	�� أنّ      )nU �	إذن ��)�ر �����9، 2/ .��زا�دة ��ب ا;��	� ا

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

  
د��� 2ر�1  .1g  وار� �دودة 2��x0 أي: 

( ) [ ]ααα +−∈∀≤>∃>∃ 00 ,,:0,0 xxxMxgM  
    �  و (%�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]αα +−∈∀≤= 00 ,, xxxxfMxgxfxgxf  
  :إذن    

( ) ( ) ( )xfMxgxf ≤≤0  
     �� ���/�� ا�رور إ�	x  �0ؤول ��وx ر��  :أنّ  و 	���"دام ا رض �����4 �ن ا

0)()(lim
0

=
→

xgxf
xx

  

lim)()(0:                                     أي    
0

=
→

xgxf
xx

                  

                          
∗�ن  bو aو ذك �ن أ�ل �ل >�م  ℜ∗����ر (%�  fوا81  أنّ ا��	- . أ .2

+ℜ. 
د��� 0 ا)��� �ن أ�ل    :  

( ) ba
x

xbaxf
xx

−=






 +−=
<<

→→

1
sinlim)(lim 2

00

  

0:0نّ     
1

sinlim 2

0
=

→ x
x

x
  ). �رة (ن �داء ��	��ن أ�دھ�� ��دود و ا<"ر �ؤول ��و ا� ر(	( 

) ��ب �ظر�� و	���ل (            
b

a

x

bbax
xf

xx 2
lim)(lim

00

=−+=
>>

→→
  

    -	��  .b=1و a=�2%زم و�� � أن ��ون ����0ر (�د  fإذن ��� ��ون ا
� >�م و     �%)a وb -	��� ��ون �ن أ�%�/�� ا�  .b=1و a=2ھ�  ����ℜر (%�  fا

د���. ب            :
2

4
12)

2
()

2
(;1)0()0(

πππ
−−=−−=−== fgfg                                   

����ر (%�  gأنّ ا��	-	�� و    




−
0,

2

π
(0و  

2
()0( <−×

π
gg  م�(2,ّ�� ��ب �ظر�� ا  
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�ن ا���ل  cا��و�ط� �و�د (%� ا0>ل     




−
0,

2

π
)(��0)ق   =cg.  

  
د��� .أ .3 :  

mm

x

x
ba

x

x

x
f

x

x
xh














−−=










−= )

sin
(

cos

2
)

1
(

cos

2
)(

2
  

�و     �%):  

             
m

xx xx

xx

x

xba
xh 










−−=

→→ cos

sin2

cos

)(2
lim)(lim

200
  

    �  :و ��
  

m
m

xx xx

xx

x

xba
xh )2(

cos

sin2

cos

)(2
lim)(lim

2
00

−=






 −−=
>>

→→
  

  و    

    m
m

xx xx

xx

x

xba
xh 2

cos

sin2

cos

)(2
lim)(lim

2
00

=






 +−=
<<

→→
  

1: 0نّ     
sin

lim
0

=
→ x

x
x

  

  :                                      إذن    





=
→ mدي��

mزو��
xh

m

x ,�	
���دة 

,2
)(lim

0
  

  
�. ب  �� �     زو��  �m%زم و�� � أن ��ون  ����0را (�د  hا��	-  ��ون �����4 أ�
mhو     2)0(. =    
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  EMD2 :ا�
	��ن ا�����
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
 :��ر� � د��� .1

) ( ) ( ) ℜ∈
−
−⇔

→ 1

1
lim 

1 x

fxf
f

x
 )�1)	ل ا;�A)�ق (�د 

د���    :  
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1
lim

1

1
lim

21lim
1

1²
lim

1

1
lim

11

111

−
−+=

−
−

=+=
−
−=

−
−

>>

<<<

→→

→→→

x

bax

x

fxf

x
x

x

x

fxf

xx

xxx  

o  01إذا ��ن≠−+ ba  ّ2,ن: 
( ) ( ) +∞=

−
−

>
→ 1

1
lim

1 x

fxf

x

  

 

o  01إذا ��ن=−+ ba  ّ2,ن: ( ) ( )
1

1
lim

1 −
−

>
→ x

fxf

x

�ن ا�Aل ھ�  
0

دام �ظر�� و 	,��" 0

و	���ل ��د:  
( ) ( )

a
x

fxf

x

=
−
−

>
→ 1

1
lim

1

 

+−=01و a=�2%زم و �� � أن ��ون  1>�	7 �AB)�ق (�د  fإذن ��� ��ون      ba  أي  
   2=a 1و−=b.  
��ن . أ .2x  ل���]�ن ا ]x,0 .-	���C )arcsin(ttظ أنّ ا a ر����  �%)[ ]x,0  ل	و >� 

     ��AB)�ق (%] [x,0.  
[�ن ا���ل  cت ا���/�� �و�د �ظر�� ا�زا�دا��ب  (%��و      [x,0 ث��	:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0arcsin0arcsinarcsin ' −×=− xcx  

)                  :أي     )
²1

arcsin
c

x
x

−
=  

                :و 	�� أنّ     
²1

1

²1

1
1

xc −
<

−
0xcن  > <<0  

[        :2,نّ      [ ( )
²1

arcsin1,0
x

x
xxx

−
<<∈∀  

  :�ن ا�واب ا��	ق �����4 أنّ . ب   

                             ] [
²1

1arcsin
11,0

xx

x
x

−
<<∈∀  

� ا�/��� ��د      :و 	��رور إ
( )

1lim
0

=
>

→ x

xf

x

  

   .ا��ر >�(دةو ذك ��ب     
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  :ا�	
ر�ن ا�����
  

o ( ) ( ) )3,0(cos 0 === nxxxf  
  

  : �Cظ أنّ     
( ) ( ) ( )( )xxxf cos11cos +−+==  

  
  :�ذّ�ر أّ�� 2� �وار ا� ر د���    

( ) ( ) )0(²
2

²
1cos →+−= xxo

x
x  

( ) ( )0
168

²

2
11 3

3

→++−+=+ xxo
xxx

x  

    �  :و (%�

( ) ( ) ( ) ( )0
4

²
1

2

²
1 33 →+−=+−= xxo

x
xo

x
xf  

)0نّ      ) 00
2 0

2
2

→
→

+−
x

x
x  -	��xxو ا +1a  ����0ر (�د.  

  
o ( ) ( ) )3,1( 0

. === nxexg xLogx  
  

     -1�1−= xt . 1إذا ��ن→x  ّ20,ن→t .و ��%):  
  

                 ( ) ( ) ( ) ( )tLogtetgxg ++=+= 111  
  :�ذ�ر أّ�� 2� �وار ا� ر د���    

      ( ) ( )( )0
32

²
1 3

3

→++−=+ tto
tt

ttLog 

    �  :و (%�

( ) ( ) ( )( )0
62

²
11 3

3

→+−+=++ tto
tt

ttLogt 

): و 	�� أنّ      ) ( ) 011lim
0

=++
→

tLogt
t

  -	��tetو ا a  د�������0ر (�د  :  ، و

             ( ) ( )0
62

1 3
32

→++++= tto
tt

te t  

  :                     2,نّ     

                                         ( ) ( ) ( )( )0
2

²1 3
3

11 →++++=++ tto
t

tte tLogt  

  :إذن    

                  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )11
2

1
111 3

3
2 →−+−+−+−+= xxo

x
xxxg  
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  :ا�	
ر�ن ا����ث
  
1. �د���. �ℵن  nو  �mن : 

( ) ( )∫ −=+ +1

0

1 1,1 dxxxnmI nm  

)إذا 2ر��1      ) 1+= mxxf  و( ) ( )nxxg −= 1' ��ز�F ��د ����%�9مّ طّ	)�� د��ور ا�	:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )1,
1

1

1
1

1

1

1
1

'0011,1

1

0

1

1

0

1

1

0

+
+
+=

−
+
+=










+
−−×+−=

−−=+

∫

∫

∫

+

+

nmI
n

m

dxxx
n

m

dx
n

x
xm

dxxgxfgfgfnmI

nm

n
m

  

  
��ن  .2m  وn  ن�ℵ .د���: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

( )
( )nmI

dxxx

dxxxx

dxxxxxnmInmI

nm

nm

nmnm

,1       

1       

111       

111,,

1

0

1

1

0

1

0

1

+=

−=

−−−=

−−−=+−

∫

∫

∫

+

+

  

  :إذن    
( ) ( ) ( )1,,,1 +−=+ nmInmInmI 

)            : و 	�� أنّ  ) ( )1,
1

1
,1 +

+
+=+ nmI

n

m
nmI  

)      : �����4 أنّ  ) ( ) ( )1,
1

1
1,, +

+
+=+− nmI

n

m
nmInmI  

  : أي

( ) ( )nmI
nm

n
nmI ,

2

1
1,

++
+=+  

 
��ن. ���"دم ا	رھ�ن 	��را�- .3m )��	�9 ����	ددا ط . 

د��� n=�0ن أ�ل     :  

( )
1

!0

1

1
0,

1

0 +
=

+
== ∫ mm

dxxmI m  

  . n=0إذن ا���واة ����� �ن أ�ل     
  .n+1و �	رھن ���/� �ن أ�ل ار�	�  �n رض ��� ا���واة �ن أ�ل ار�	�     
    ���9د��� ��ب ا;��	� (%� ا�ؤال ا:  

( ) ( )nmI
nm

n
nmI ,

2

1
1,

++
+=+  

  
  :و 	���"دام 2رض ا�را�- ��د    
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( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )21......21

!1

1......21

!

2

1
1,

++++++
+=

++++
×

++
+=+

nmnmmm

n

nmmm

n

nm

n
nmI

  

  :إذن    

( ) ( )( ) ( )1......21

!
,,

++++
=ℵ∈∀

nmmm

n
nmInm  

  
  :ا�	
ر�ن ا�را��

  
د���    :  








+=⇔+=
x

y

x

y
y

x

y
xyyx cos'cos'  

    ��� 
x

y
z zxyأي  = �zxzy	��ن  =. += � ا����د�� ا���� ا '.'�  :! �و  �

( ) xz

z 1

cos

' =          -�( ) 0cos ≠z        

    �  :و ��

( ) ℜ∈+== ∫∫ λλ /log
cos

x
x

dx

z

dz  

  :9م    

( ) ∫∫







−








+
= dz

z
tg

z
tg

z

dz

2
1

2
1

cos 2

2

  

    �-1 






=
2

z
tgt  ��2ون















+=
2

1
2

1 2 z
tgdt �  :و(%�

( )
ℜ∈+++−−=










+
+

−
=

−
= ∫∫∫

αα /11

1

1

1

1

1
2

cos 2

tLogtLog

dt
ttt

dt

z

dz

  

  
  :إذن    

( ) ℜ∈+







−








+
=∫ αα /

2
1

2
1

log
cos z

tg

z
tg

z

dz  

  
  

�  :و��
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( )

Zmkxm
xk

xk
arctgxy

Zmk
kx

kx
arctgm

z

k
xk

xkz
tg

kkx
z

tg

z
tg

xLog
z

tg

z
tg

Log
x

dx

z

dz

∈ℜ∈+
+
−=⇔

∈ℜ∈
+
−+=⇔

ℜ∈
+
−=







⇔

ℜ∈=







−








+
⇔

+=+







−








+
⇔=

∗

∗

∗

∫∫

,/2
1

1
2

,/
1

1

2

/
1

1

2

/

2
1

2
1

2
1

2
1

cos

*

π

π

λα

  

)ذا ��ن �ن �/� أ"رى ا     ) 0cos =z  ّ2,ن ππ
mz +=

2
  �xmxyو(%� ππ +=

2
 -�m  ن�Z.  

�xmxxن ا�/ل ا�#�د �ن أنّ ا��	- ذن إ     ππ
2

2
+a �  :ھو أ��1 �ل %���د

x

y
xyyx cos' +=  

    �<7��	 �  : و ��� ا�ل ا��م %���د� ا��	)� ��ط













∈+=

∨

ℜ∈∈+
+
−= ∗

Zmxmxy

kZmxm
kx

kx
arctgxy

/
2

,/2
1

1
2

ππ

π
  

د��� �ن �/� أ"رى    :  
   

( )












=+

∨

=+
+
−

⇔=

0
2

02
1

1
2

01

ππ

π

m

m
kx

kx
arctg

y ) �  ))"	'   &ن %$"	#� ا�"�                  ا���د

πm
k

k
arctg −=

+
−⇔

1

1  

0
1

1 =
+
−⇔

k

k
arctg  ( ) 




 +−∈ℜ∈∀
2

,
2

,(
ππ

xarctgx :0ن(  

10
1

1 =⇔=
+
−⇔ k

k

k
 

     -	��و ��� ا
1

1
2

+
−

x

x
arctgxx a  �%��%)ھو ا�ل  )I.  
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  Synthèse: ا�
	��ن ا���
ل
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
��ن     n ن�∗ℵ وα  ن�ℜ.  

)إذا 2ر��1  .1 ) 1' =xf و( ) ( ) n
xxg

−+= 1α ��ز�F ��د ����%�و طّ	)�� د��ور ا�	: 

      

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )xInxIn
x

x

dx
x

ndx
x

n
x

x

dx
x

x
n

x

x

dx
x

x
n

x

x

dxxgxfxgxfxI

nnn

nnn

nn

nn

n

1

1

1

1

'

1

1

1

1

1

1

1

11

1

11

+

+

+

+

−+
+

=

+
−

+
+

+
=

+

−++
+

=

+
+

+
=

−=

∫∫

∫

∫

∫

αα

αα

α

α

α

ααα

α

α

α

α

α

α

  

    �  :و ��

( ) ( ) ( ) ( )











−+

+
=ℵ∈∀ + xIn

x

x

n
xIn nnn 1

1

1
1

* α
α α

  

  
): �Cظ أنّ  .2 )( )111 23 +−+=+ xxxx 

  :9وا	ت �)�)�� 	��ث cو a،bو ��� �و�د     

              ( ) )......(..............................
11 2

I
xx

cbx

x

a
xf

+−
++

+
=  

: ��د −1	ـ  9xم ��و�ض  2x+1�  I)(	1رب طر2� ا���واة     
3

1=a.  

+=0: ��د +∞�ؤول ��و  9xم ���ل  2x�  I)(	1رب طر2� ا���واة      ba.  

     �و ��
3

1−=b.  

� ر ��2د x، (I)��وّض ا<ن، 2� ا���واة     �	0: =+ ca  و ���
3

2=c.  

  :إذن    

( ) 






+−
−−

+
=

1²

2

1

1

3

1

xx

x

x
xf  

  
د���α=�3ن أ�ل  .3 ،: 

( ) ∫∫∫ +−
−−

+
=

+
= dx

xx

x

x

dx

x

dx
xI

1²

2

3

1

13

1

131  

���ب      �)و �� )xI1 ب��� � ��:  

∫ +1x

dx  و∫ +−
−

dx
xx

x

1²

2  
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د���    :  

• ℜ∈++=
+∫ λλ /1

1
xLog

x

dx
 

• 
( )

dx
xx

x
dx

xx

x
∫∫ +−

−+−
=

+−
−

1

2112
2

1

1²

2
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∫

∫∫

+−
−+−=

+−
−

+−
−=

1²2

3
1²

2

1

1²2

3

1²

12

2

1

xx

dx
xxLog

xx

dx
dx

xx
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د��� �ن �/� أ"رى    :  
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+















 −

=
+







 −
=

+−
1

2

1

3

23

4

4

3

2

11² 22

x

dx

x

dx

xx

dx  

    �-1 






 −=
2

1

3

2
xt  ��2ونdxdt

3

2= �  :و ��

           
( )

ℜ∈+






 −=

ℜ∈+=
+

=
+− ∫∫

λλ
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/
3

1

3

2

3

2
    

/
3

2

13

2

1² 2

xarctg

tarctg
t

dt

xx

dx

  

    �  :و (%�

        ℜ∈+






 −−+−=
+−

−
∫ λλ /

3

1

3

2
31²

2

1

1²

2
xarctgxxLogdx

xx

x  

  :إذن    

   ( ) ℜ∈







+






 −++−−+= λλ /
3

1

3

2
31²

2

1
1

3

1
1 xarctgxxLogxLogxI    

     
)���ب      )xI 2:  
  :2� ا�7>� ا�و�ودة 	��واب (ن ا�ؤال ا0ول ��د 1	ـ  n	��و�ض     

                      ( ) ( )




 +
+

= xI
x

x
xI 132 2

13

1  

    �  :و ��

( ) ( ) ℜ∈







+






 −++−−++
+

= λλ /
3

1

3

2
31²

2

1
1

9

2

13 32 xarctgxxLogxLog
x

x
xI

  
)ب ���     )xI3:  
  :2� ا�7>� ا�و�ودة 	��واب (ن ا�ؤال ا0ول ��د 2	ـ  n	��و�ض     
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        ( ) ( ) ( )











+

+
= xI

x

x
xI 2233 5

16
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  �  :و ��

( ) ( ) ( ) 




















+






 −++−−++
+

+
+
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1

3

2
31²

2

1
1

9
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13

5

16

1
2233 xarctgxxLogxLog

x

x

x

x
xI

) -�ℜ∈λ(  
  

  :ا�	
ر�ن ا�����
  

��ن     x ن�∗ℜ. -1�:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 






+=






==
x

arctgxarctgxh
x

arctgxgxarctgxf
1

;
1

;  

     
د��� .1: 

( ) ( )
1²

1

1
1

1

²

1
;

²1

1
2

''

+
−=








+
×−=

+
=

x

x

x
xg

x
xf  

 
 :�ن ا�واب ا��	ق �����4 أنّ  .2

              ( ) ( ) ( ) 00 ''' =+=>∀ xgxfxhx     

    �)                     :و �� ) 00
1

' =>∀ ∫
x

dtthx  

)                                       :أي     ) ( ) 010 =−>∀ hxhx  

):          إذن     ) ( ) ( ) ( )
244

1110
πππ =+=+==>∀ arctgarctghxhx  

  : و (%�� ��ون د���    

         ( )
2

1
0

π=






+>∀
x

arctgxarctgx 

)                     :�Cظ أنّ  .3 ) ∫ +
=

x
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t

xarctg
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1 

)9م                                       ) ( )0²²1
1

1 →++−=
+

xxoxx
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�)                :و(%� ) ( )01
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+

xxoxx
x
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0
→++−=

+∫ xxo
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xdt
t

x
  

  :أي
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53

  

0
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5
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4.  -1�
x

t
 :�Cظ أنّ  =1

              
0

0
<

>

→⇔−∞→

→⇔+∞→

tx

tx  

  

د���    :                ( ) 






=
t

arctgxarctg
1  

��9� ���بو 	���"دام ����� ا�ؤال ا    :  

                       

( )

( ) 0,
2

1

0,
2

1

<∀−−=








>∀−=








ttarctg
t

arctg

ttarctg
t

arctg
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    ) -	��  :و ���) 2ردي 0arctgنّ ا
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( ) ( )0,
532

1
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1

5
53

5
53

→+−+−−=
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>

tto
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t
t
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tto
tt

t
t

arctg

π

π

  

  :إذن    

             

( ) ( )
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+−+−−=
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o
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x
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o
xxx

xarctg

,
1

5

1

3
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2

,
1

5

1

3
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2
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π
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  :ا�	
ر�ن ا����ث

  
��ن  .1x ن�I .د���: 

( ) ( ) 






+
++−=

²12

1
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x

x
xarctgxf
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      ( ) ( ) Ix
x

xf ∈∀>












+
= ,0
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2

2

1
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     �  .��Iزا�دة (%� f'و ��

  
 :2,نّ  ��Iزا�دة (%�  f'	�� أنّ  .2
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                 ( ) ( ) Ixfxf ∈∀<≤ ,03''  

)                        :0نّ      ) Ixf ∈∀−= ,
6

5

8

3
3'

π
  

� fإذن     %) ����� ��<����I.  
 

د��� .3:   

( ) 0
8

1
1 >=f    و( ) 0

32

5
13 <−=f  

)و  ����Iر (%�  fو 	�� أنّ      ) ( ) 031 <× ffو�ط�، �و�د �ذ��  ر   ، ��2ب �ظر�� ا)�م ا
     �%���د( ) 0=xf  ل��� .ر��	� ����� 2,نّ ھذا ا�ذر و��د  fو 	�� أنّ   2I� ا
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  EMD1 :ا�
	��ن ا�ول
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
د��� ��ر� �  .1 

  
{ }( )εε ≤−⇒≥−ℵ∈∀ℵ∈∃>∀⇔=

+∞→
0,1,0/,00lim 00 nn

n
UnnnnU 

��ن     ε<0 . د��� �ن أ�ل2≥n:  

( )( ) nnnn
U n

2

11

2
0 <

+−
=−  

� ��ون     �� �−≥εو (%� 0nU  أن ��ون � ��ε≤
n

أي  2
ε
2≥n        إذا أ"ذ�� ���  ، و 	�

    1
2

0 +




=
n

n ط%وب�  .���)ق ا

  
��ن .2n  ن�{ }1,0−ℵ  ث (ن�	و �a،b وc ث��	ت �)�)�� 	9وا : 

( )I
n

c

n

b

n

a
U n ............

11
+

+
+

−
=  

)�1رب طر2� ا���واة      )I  �21−n  و�ض��	و n  ـ	��1د  1=a�29م �1رب طر ،  
)ا���واة      )I  �21+n  و�ض��	و n  ـ	��1د  −1=b واة   و أ"�را���  �1رب طر2� ا
    ( )I  �2n  و�ض��	و n  ـ	��2د  0−=c.  
    �  :و ��

nnn
U n

2

1

1

1

1 −+
+

+
−

=  

  
��ن .3n  ن�{ }1,0−ℵ � �� .د���: 

nn

nknnkk

kkk

kkkkkk
US

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n
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n
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n
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n
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n

k
kn

1

1

1

2

1

11

2

1
2

1

1111

2

1
1

1
2

11

1
2

1

1

1

12

1

1

1

1

1

3

1

3

1

3

1

3 2

1

1

2 2222

−
+
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 ++−
+
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 ++=

−+=

−
+

+
−
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 −
+

+
−

==

∑∑∑

∑ ∑∑

∑ ∑∑∑∑

−

=

−

=

−

=

+

= =

−

=

= ====

  

  

 :���ن ا��"دام ا	رھ�ن 	��را�- %�#�د �ن أنّ : 
��ظ�
nn

Sn n

1

1

1

2

1
2 −

+
+=≥∀  
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د��� .4                     :
2

11

1

1

2

1
limlim =







 −
+

+=
+∞→+∞→ nn

S
n

n
n

  

)	�� أنّ      )nS �ھ ����� ا���� �%�%�% ��Fز�∑��- ا
≥2n

nU  و�� �	)�ر�� �و ھ
2

1�%�%�  ، 2,نّ ا

    ∑
≥2n

nU و���و(/� ھو �	ر�(��
2

1.  

                       
  :ا�	
ر�ن ا�����

  

• %�%�∑�ط	��� ا
≥

+
1

2 1

n n

n: 

01أنّ 	��     
1

lim
2

≠=+
+∞→ n

n
n

  �%�%�∑2,نّ ا
≥

+
1

2 1

n n

n دة)�	��. 

•  �%�%�)ط	��� ا )
∑

≥

−××××
1 !3

12531

n
n n

nL: 

    -1� :( )
!3

12531

n

n
U

nn

−××××= L . ّ01: ��7ظ أن >≥∀ nUn  

د���     :( ) 1
3

2

13

121 < →
+
+= +∞→

+
n

n

n

n

n

U

U  �%�%�∑و ��ب �)��س دا�	�ر ا
≥1n

nU �	ر�(��. 

•  �%�%�∑ط	��� ا
≥ +0 2

1

n
n n

: 

    -1� :
n

U
nn +

=
2

∀∋ℵ<0 :��7ظ أنّ . 1 nUn  

د���     :
nn n

n
2

1

2

1 ≤
+

ℵ∈∀  ّأن ��	و ∑
≥0 2

1

n
n

�%�%� ھ�د��� أ���/� (�%�%� ��)�ر	�  
2

1   (  

∑��2ب �)��س ا�)�ر��     
≥0n

nU �	ر�(��. 

•  �%�%�)ط	��� ا )
∑

≥0 2

cos

n
n

nα  ث��α  ن�ℜ: 

    -1� :( )
nn

n
U

2

cos α=.  

د���     :
( )

nnn

n
Un

2

1

2

cos
≤=ℵ∈∀

α
∑و	�� أنّ  

≥0 2

1

n
n

  �%�%� ھ�د��� (�%�%� ��)�ر	�  

أ���/�     
2

∑2,نّ ) 1
≥0n

nU �(%ط� �	ر�(��.  

∑إذن     
≥0n

nU �	ر�(��.  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

∑	��� ا�%�%� ط •
≥










+1

2

n

n

an

n  -�0≥a:  
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     -1�
2n

n an

n
U 









+
01: ��7ظ أنّ . = >≥∀ nUn  

  

د���                   :a
nn

n
n e

n

a
U −

+∞→ →








 +
=

1

1  

    �  :و(%�
∑و ��ب �)��س �وA� 2,نّ  ae−>21,نّ  a>0إذا ��ن     

≥1n
nU �	ر�(��.  

2011,نّ  a=0و إذا ��ن      ≠ →= +∞→nnU  ّرب �%�%� 2,ن�(�∑و ��ب اAرط ا7زم 
≥0n

nU     

  .��	�(دة    

•  �%�%�∑ط	��� ا
≥








 +
1

2

n

n

n

bn  -�0≥b: 

    -1� :
n

bn
Vn

01: أنّ  ��7ظ. =+ >≥∀ nVn  

د���                         :b
n

n

n
n e

n

b
V  →







 += +∞→1  

    � :و(%�
∑و ��ب �)��س �وA� 2,نّ  be<21,نّ  b>0إذا ��ن     

≥1n
nV دة)�	��.  

2011,نّ  b=0إذا ��ن      ≠ →= +∞→nnV  ّرب �%�%� 2,ن�(�∑و ��ب اAرط ا7زم 
≥0n

nV   

  .��	�(دة    
•  �%�%�∑∑ط	��� ا

≥≥

+
11 n

n
n

n VU  

∑∑، 2,نّ a<0و  b≤0إذا ��ن     
≥≥

+
11 n

n
n

n VU  ّدة 0ن)�	��∑
≥1n

nU  و �	ر�(��∑
≥1n

nV دة)�	��.  

∑∑، 2,نّ a=0و  b≤0إذا ��ن     
≥≥

+
11 n

n
n

n VU  ّدة 0ن)�	��+∞=∑
≥1n

nU  و+∞=∑
≥1n

nV.  

  
  :ا�	
ر�ن ا�را��

  
د��� 2ر�1. 	��را�- ھ�ن	را���"دم  .1 :10 ≥U. 

  و�	رھن ���/� �ن أ�ل ار�	�  nU≤1أي  �n رض ��� ا��را��� �ن أ�ل ار�	�     
    1+n  ّرھن أن	11أي � ≥+nU.  
د���    :  

1
2

1 22
1 ≥==≥+=+ nnnnnn UUUUU  

    �∀∋ℵ≤1:   و�� nUn  
  
��ن . أ .2n  ن�ℵ � �� .د���: 
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11

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

2
1 +

×≤
++

=−+=−+ n

nnn

n

nnnnn

UU

UUUU  

1و  nU≤1: 0نّ     
2

12 ≥+
nnU.  

    �  :و(%�

11 2

1
++ ≤−ℵ∈∀

nnn UUn  

    
د��� �ن أ�ل . بp  وq  ث��	ن ����	دد�ن ط)( )qp >:  
  








 +++≤

+++≤

−++−+−≤−

−−+

+−

+−−−

11

11

1211

2

1

2

1
1

2

1
   

2

1

2

1

2

1
   

qpq

qpp

qqppppqp UUUUUUUU

L

L

L

  

�ن    :                2
2

1
2

2

1
1

2

1
1

2

1

2

1
1

11
≤−=

−

−
=+++ −−

−

−− qp

qp

qp
L  

      :إذن    
qqpqqp UU

2

1

2

1
2

2

1
11

≤






 −≤− −−+  

  
  : ��ر� �د��� . ج  

  
 ( ) εε ≤−⇒≥≥ℵ∈∀ℵ∈∀ℵ∈∃>∀⇔ qpn UUnqpqpnU 00   ,  ,  /  ,0        �2 ��Aو�ℜ        

��ن    ε ����� . �و�ب �	د��� ��ب ا;��  ": ب"

qqp UU
2

1≤−  

−≥εو ��� ��ون     qp UU  أن ��ون � ��ε≤
q2

 أي 1
2

1

Log

Log
q










≥ ε.  

1إذن �� � أ"ذ    
2

1

0 +



























=
Log

Log

n
ε

 �������2 ���)، و 	� )nU �	)�ر�� �إذن 2/ ��A0ن  �و  

  .�دودھ� �)�)��   
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د���. أ .3 :                 
nnnn UUVn

2

1
0 22

1 =−=≥∀ + 

  

د��� �ن �/�. ب    :              ∑∑
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=ℵ∈∀
n

k
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k
kVn

00 2
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n
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1
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1
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1
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−

−
=
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  :و د��� �ن �/� أ"رى    
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2
1

2
0
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1

2
1

2
2

2
0

2
1
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1
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=
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=

−−=

−++−+−=−=ℵ∈∀ ∑∑
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n

k
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UUUUUUUUVn LLL

 

  :  'ب'د��� ��ب ا;��	� . ج  
2

1
2
02

1
2 ++−=−ℵ∈∀ nn

UUn 

    �)                :و (%� )2
1

2
0lim

2

1
2lim ++∞→+∞→

+−=






 − n
nnn

UU   

  : أي    
2

1
2
0 lim2 ++∞→

+−= n
n

UU  

    �      :و ��
2
02lim UU n

n
+=

+∞→
  

)0نّ (    )nU �	ذات �دود �و�.(  
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  EMD2 :ا�
	��ن ا�����
  
  :ا�	
ر�ن ا�ول 
  
 .�ℜن bو aو ذك �ن أ�ل �ل >�م����ر   fا��	-  نأ، واx 81≠�0ن أ�ل  .1

د���0  ا)��� �ن أ�ل     ،:  
( ) ( ) ( )

( ) ( )












=+=

==+=

<<

>>

→→

→→

bbaxxf

fxLogxf

xx

xx

00

00

limlim

   001limlim

  

)�%زم و �� � أن ��ون  ����ℜرا (%�  fإذن ��� ��ون      ) ( ) ( )0limlim
00

fxfxf
xx

==
<>

→→
  :أي 

    0=b  وℜ∈a.  
 .�ℜن bو a>�	ل �A7)�ق �ن أ�ل أي  f، ا��	- x≠0وا81 أ�� �ن أ�ل  .2

     ���(� ��ون ا��	- 0 �ن أ�ل ا�� ،f  ق (�د�(�A7  أي  �0%زم أن ��ون ����را (�د �<0	7 
    0=b .د��� �  :و(%�

( ) ( ) ( )

( ) ( )
         lim

0

0
lim

   1
1

lim
0

0
lim

00

00

a
x

ax

x

fxf

x

xLog

x

fxf

xx

xx

==
−
−

∧

=+=
−
−

<<

>>

→→

→→
  

�A7)�ق (%�  fإذن ��� ��ون      7	�<ℜ  أن ��ون �زم و �� %�b=0 و a=1.  
 

د���. أ .3:  

( )












<

≥
+

=
0;1

0;
1

1

'

x

x
x

xf  

� ��ون     ��f 7	�< 	 ق�(�A7, �                   .����0را (�د f'�%زم و �� � أن ��ون  ���ℜرار (%
د���    :  

( ) ( )

( ) ( )











==
+

=

===

>>

<<

→→

→→

01
1

1
limlim

       011limlim

'

0

'

0

'

0

'

0

f
x

xf

fxf

xx

xx

  

  .ℜ ���رار (%�,>�	ل �AB)�ق 	 fو ���  ����0ر (�د  f'إذن    
  
    .ب  

د��� •           :( ) ( ) 0
1

1

2

1
2

'' <
+

−−=ℜ∈∀
x

xf
Log

xhx  

)0نّ          ) 0
2

1 ' <−
xf

Log
0و 

1

1
2

<
+

−
x

  .����ℜ>ص ����� (%�  h، و (%�� 2,نّ  
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• )      : د��� ) ( ) ( ) 0
2

00
2

1
0 >=+−= π

arcctgf
Log

h  

     ( ) ( ) ( ) 0
4

111
2

1
1 <+−=+−= π

arcctgf
Log

h  

]����ر (%�  h	�� أنّ  )و  1,0[ ) ( ) 010 <× hh                      و�ط� �و�د��  ��2ب �ظر�� ا)�م ا
 �]2� ا���ل  �h(x)=0ذر %���د � ر��ب � hو 	�� أنّ  1,0[%) ����[   2,نّ ھذا  1,0[

  .ا�ذر و��د
 

00: ، ا��را��� ��))� 0نx=�0ن أ�ل  .4 ≥. 
  :، 2,نّ x>0و �ن أ�ل     

( ) 0
22

22

≥=







−− xx

xxf  

  .  و (%�� 2,نّ ا��را��� ��))�    
  :، 2,نّ x<0و أ"�را �ن أ�ل     

( ) ( )
2

1
2

22 x
xxLog

x
xxf +−+=








−−  

    -1�:          ( ) ( )
2

1
2t

ttLogtg +−+=  

     -	��]����ر و >�	ل �A7)�ق (%� ا���ل  gا ]x,0  ث��x<0 روطA 2/و إذن ��)ق ،  
� ا���ل     %) ��/���]�ظر�� ا�زا�دات ا ]x,0 . و�د� �[�ن ا���ل  cو �� [x,0 ق(��         :  

                                    ( ) ( ) ( )( )00 ' −=− xcggxg  
  :أي    

( )

0
1

      

1
1

1

2
1

2

2

>
+

=








 +−
+

=+−+

x
c

c

xc
c

x
xxLog

  

  .c<0و x<00ن     
  . و ��� ا��را��� ��))�    

):                                   إذن     )
2

2x
xxfx −≥ℜ∈∀  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
      :	���"دام ا�Aور ا��دودة �ط%و	����ب ا�/���ت ا

( ) ( ) ( ) ( )
( )x

exx

xx

xe x

x

x

x 3

22

032

2

0 sin

1cos
lim;

sin1
lim

−−
+

−
→→

 

د���     :              ( ) ( )0
6

sin 3
3

→+−= xxo
x

xx  

    �) :                         و �� ) ( )0sin 333 →+= xxoxx  

)                          :9م     ) ( )0
2

1cos 3
2

→+−= xxo
x

x  
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    �):                    و (%� ) ( )0cos 322 →+= xxoxxx   

):             و د���     ) ( )0
62

1 3
32

→++++= xxo
xx

xe x  

    �)                :و �� ) ( ) ( )01 3322 →++=− xxoxxe x  

):         إذن     ) ( )
( )

( )
( ) 1

1

1
lim

sin

1cos
lim

3

3

3

3

03

22

0
−=

+

+−
=−−

→→

x

xo
x

xo

x

exx
x

x

x
 

    �(	��  : �ن �/� أ"رى �����4 �ن ا�Aور ا
                           ( ) ( )0sin 222 →+= xxoxx  

  و    
                               ( ) ( ) ( )0sin1 22 →=− xxoxe x  

  

    �:                    و(%�

( ) ( ) ( )

( )
0

1
lim

lim
sin1

lim

2

2

0

32

2

032

2

0

=
+

=

+
=

+
−

→

→→

x
x

xo

xx

xo

xx

xe

x

x

x

x

  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

  

1.           ( ) ( ) ( )
3

4

3
11;2  0

1

1

31

1

21

1

−=







+−=−===

−

+

−

+

− ∫∫ ct
t

dttIdtI 

  
��ن  .2n  ن�∗ℵ � �� .د���: 

( ) ( ) ( )∫∫
+

−

+

−
−×=−=

1

1

21

1

2 111 dttdttnI
nn  

):  	#"ذ     ) 1' =tf  و( ) ( )n
ttg 12 )و  =− ) ttf )و  = ) ( ) 12' 12

−−= n
ttntg  

      :�، ��د	���زF ����%�و 	���"دام ا
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( )[ ] ( )
( )( )
( ) ( )

( ) ( )122

1212

1112

121

1

1

121

1

2

1

1

122

1

1

122
1

1
2

'1

1

1

1

1
1

'

−−−=

−−−−=

−+−−=

−−−=

−==

∫∫

∫

∫

∫∫

+

−

−+

−

+

−

−

+

−

−+

−

+

−

+

− −

nInnIn

dttndttn

dtttn

dtttntt

dttgtftgtfdttgtfnI

nn

n

nn

  

    �)    :                    و (%� ) ( )1
12

2
1 −

+
−=≥∀ nI

n

n
nIn  

  
 :�ن ا�7>� أ(7ه �����4 .3
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           ( ) ( )0
3

2
1 II −=  

        ( ) ( )1
5

22
2 II

×−=  

       ( ) ( )2
7

32
3 II

×−=  

                 .  
                 .  
                 .  

( ) ( ) ( )

( ) ( )1
12

2

2
12

12
1

−
+

−=

−
−
−−=−

nI
n

n
nI

nI
n

n
nI

  

  :طرف ��د 2�	1رب أطراف ا���واة أ(7ه طر�2     

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )12753

!21

0
12753

3212
1

1

+××××
−=

+××××
×××−=

+

n

n

I
n

n
nI

nn

n
n

L

LL

LL

  

  و ھو ا�ط%وب    
  

  :ا�	
ر�ن ا�را��
  

د��� .1: 

( )

∗ℜ∈=⇔

ℜ∈+=⇔

=⇔

≠=⇔=

∫∫

kxky

ccxLogyogL

dx
x

dx
y

y

y
xy

y

x

y
y

,

,

1

0
1

'

'
'

  

  

     �9م ا��	- ا� ري ھو أ��1 �ل %���د
x

y
y ='.  

    �ل ا��م %���د� و (%�� ا
x

y
y ℜ∈kxkxy: ھو '= /: a  

 
2.  -	���xxxن أ�ل ا arcsina د��� ،: 
 

( ) ( )
22 1

arcsin
1

arcsin'
x

x
x

x

x
x

x

y
y

−
=−

−
+=− 
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    �xxxا��	-  و �� arcsina  ��%1� �)�ل "�ص %���د� ا )I.  
  

3.  �)ا�ل ا��م %���د )I ھو: 
        21 yyy +=  

��1yث        �)ھو �ل "�ص %���د�  2y و	دون طرف �ر  (I)ھو ا�ل ا��م %���د )I.  
  :إذن    

  
                               ( ) ℜ∈+= kxxxky ,arcsin  
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  Synthèse: ا�
	��ن ا���
ل
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
د��� .1 :( ) γ=0f و  

( ) ( ) 112limlim
00

−=−=
<<

→→
xxf

xx

  

  

           

( ) ( )

( )

22
lim

2

11
lim

2

1
limlim

0

000

αα

αα

=
+

=

−++=






 −=

>

>>>

→

→→→

x

xo

x

xox

x

e
xf

x

x

x

xx

  

  :�%زم و �� � أن ��ون ����0را (�د  fإذن ��� ��ون     
( ) ( ) ( )0limlim

00

fxfxf
xx

==
<>

→→
  

  :أي    

        γα =−= 1
2

  

    �  :                                  و (%�
     12 −=∧−= γα  

  

د���. أ .2:       ( ) ( ) ( ) ( )
2

112
lim

0
lim

00

=−−−=−
<<

→→ x

x

x

fxf

xx

  

    

( ) ( )

( ) ( )

( )
211lim

2

12
!2

2
21

lim

2

12
lim

1
2

1

lim
0

lim

2

2

0

2

2
2

0

2

2

0

2

00

≠=







+=

−++−+−
=

−+=

+






 −

=−

>

>

>

>>

→

→

−

→

−

→→

x

xo

x

xxo
x

x

x

xe

x

x

e

x

fxf

x

x

x

x

x

xx

  

     
  .C0 �)	ل ا;�A)�ق (�د   fا��	-   نإذ    

      
]�ط	�ق �ظر�� ا�زا�دات ا���/�� 2� ا���ل . ب    ]ba, -	��  ����را  f، �%زم و �� � أن ��ون ا
     �%)[ ]ba �A B)�ق (%�  و >�	7 ,] [ba >≥0أي  , ba  أوba <≤0. 
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  :ا�	
ر�ن ا�����
    

د��� .1: 
                                                     ( ) ( )∫∫

−− −= dxxedxxe xx (cos)'sin  

      )��ز�F  ����%���ب >��ون ا�	            (( ) ( )∫
−− −−= dxxexe xx coscos  

                         ( ) ( )dxxexe xx '(sin)cos ∫
−− −−=  

��ز�F     ا����%��"دام 	,�(      �	 ( ) ( ) ( )dxxexexe xxx sinsincos ∫
−−− −−−=  

  )�رة ����9               

    �)                               :و �� ) ( ) ℜ∈++−=
−

−
∫ λλ /sincos

2
sin xx

e
dxxe

x
x     

د���nإذن �ن أ�ل أي (دد ط	���     ،:  

( )( ) ( )
( ) ( )

( ) [ ]π
π

πππ

π

−
−

−
+

+−+ −

+−=

−+−−=∫

e
e

ee
dxxe

nn

n
n

n
nn

n

x

1
2

1

1
2

1
2

sin 1
11

  

  
��ن  .2n  ن�ℵ � د����� ،:            

                                           ( )∑∑
=

−
−

=
−








+==

n

k

k
n

k
kn e

e
US

00 22

1 π
π

 

  

                                ( )
π

ππ

−

+−−

+
−−









+=

e

ee
n

1

1

22

1
 

1

 

    �  :و ��

                     
2

1

1
22

1

lim =
+

+
= −

−

+∞→ π

π

e

e

Sn
n

 

 

∑�����4 أنّ  .3
≥0n

nU  و ���و(/� ���وي �	ر�(��
2

1. 

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

     -	��)��Aر أوC ا )xxf 2sin1: +a �  .20� �وار 3ار�	�  ��
  :�ذّ�ر أنّ 2� �وار ا� ر د���    

( ) ( )0
!3

sin 3
3

→+−= xxo
x

xx  

              ( ) ( )0
16

1

8

1

2

1
11 332 →++−+=+ xxoxxxx  

    �  :و ��
                      ( ) ( )0sin 322 →+= xxoxx  
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)و                            ) ( )0
2

1

2

1
sin1 322 →++=+ xxoxx  

00sinlimن (      2

0
=

→
x

x
  -	��xxو ا +1a ����0ر (�د(  

  :إذن    

                ( ) ( ) ( )0
2

1

2

1 32 →++= xxoxxf  

      -	��)��Aر ا<ن ا )
x

xLog
xg

2cos

cos
: a � .20� �وار 4ار�	�  ��

  :�ذّ�ر أنّ 2� �وار ا� ر د���    

                      ( ) ( )0
!42

1cos 4
42

→++−= xxo
xx

x  

)و                       ) ( ) ( )0
432

1 4
432

→+−+−=+ xxo
xxx

xxLog                                                               

    �  :و (%�
( ) ( )( )

( )

( ) ( )0
122

!42
1

cos11cos

4
42

4
42

→+−−=









++−=

+−+=

xxo
xx

xo
xx

Log

xLogxLog

  

     �)� *   :أ��ى �-,+� 

                               ( ) ( )0
3

1cos 4
4

22 →++−= xxo
x

xx  

01coslimو 	��أن      2

0
≠=

→
x

x
)وى ا����(دة ��د2,�� 	,�راء ا)��� ��ب ا  :  

( ) ( ) ( ) ( )0
12

7

2cos

cos 44
2

2
→+−−== xxox

x

x

xLog
xg  

 
  :ا�	
ر�ن ا�را��

  
د��� 2� �وار ا� ر .1: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )0

2

3
1

2
1

1

11

1 22

2
2

→++−=
+−+

=
++

= xxoxx

xo
x

x
xLog

xf  

  

                        ( ) ( ) ( )01
1

21 22
32

→+−−=
+

+−= xxoxx
x

xx
xg  

)و ذك 	,�راء ا)��� ��ب ا)وى ا����(دة 0ن      ) 011lim
0

≠++
→

xLog
x

01limو  
0

≠+
→

x
x

    

  
)�����4 �ن ا;��	�  .2 )1  �xyأنّ ا���)�م ذي ا���د −= 1 ���� .20� �وار gو  f� ����س 

  :و د���    
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )01

0
2

3
1

22

22

→+−=−−

→+=−−

xxoxxxg

xxoxxxf

 

0و 	��أن     
2

3 2 ≥x  02و ≤− x  ن أ�ل أي�x وار� �20  �  �)- 2وق ا���س 2�   2f,نّ ����

�  �0وار    ���� -(� ����	g وار�� 2� � س ا���. 
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  Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا��
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
I- 1.  را�  :�-���"دم ا	رھ�ن 	�

01: ، ا��را��� ����� 0نn=�0ن أ�ل     
0

01 UUkUU −≤−.  
�011 رض أنّ      UUkUU n

nn 01و �	رھن أنّ  +−≥−
1

12 UUkUU n
nn −≤− +
++.  

د��� ��ب 2رض ا��ر�ن    :  
   nnnn UUkUU −≤− +++ 112  

  :و 	���"دام 2رض ا�را�- �����4 أنّ◌ّ     

01
1

0112

UUk

UUkkUU
n

n
nn

−≤

−×≤−
+

++  

    �  :و (%�
011 UUkUUn n

nn −≤−ℵ∈∀ +  
  

د��� �ن أ�ل . 2  p  وq  ن����	دد�ن ط) -�qp >: 

( ) 01
21

0101
2

01
1

1211

112211

   

   

   

UUkkk

UUkUUkUUk

UUUUUU

UUUUUUUUUU

qpp

qpp

qqpppp

qqqpppppqp

−+++≤

−++−+−≤

−++−+−≤

−+−++−+−=−

−−

−−

+−−−

++−−−−

L

L

L

L

  

�ن    :  

k

k

q

k
kkkk

qqp
qqpp

−
≤









−
−=+++

−
−−

11

121
L  

110  :0ن     <−< −qpk  ) 0نk  ن�] [1,0 (  
    �  :و (%�

k

UUk
UU

k

k
kUU

qqp
q

qp −
−

≤−
−

−≤−
−

11

1 01
01  

 
)ا�����ج أنّ  .3 )nU ��Aو�: 

د��� ��� �	ق، �ن أ�ل     p وq  -� ن����	طqp ≥:  

k

UUk
UU

q

qp −
−

≤−≤
1

0 01  

    ���/�� ا  :، ��د	��رور إ
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q

q
qp

q

p
k

k

UU
UU

+∞→
+∞→
+∞→ −

−
≤−≤ lim

1
lim0 01  

0lim: و 	�� أنّ      =
+∞→

q

q
k ) ّ010ن << k  (0: 2,نlim =−

+∞→
+∞→ qp

q

p
UU  

)و ھو �� ���ل      )nU ��Aو� ������.  
 

4. ( )nU ��A0ّ�/� �و �	و �دودھ� �)�)�� ��)�ر. 
  
II-  ن��n  ن�∗ℵ � د����� ،:  

( )

1

1

11

2

1

sinsin
2

1

sinsin
2

1

−

−

−+

−≤

−=

−=−

nn

nn

nnnn

UU

UU

UUUU

  

	#"ذ     
2

1=k  زء�)و 	���"دام ا )I ������)، �����4 أنّ ا )nU �	ر�(��.  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
��ن     n  ن�∗ℵ � د����� ،:  

                       .أ .1

nnn

n

nk
k

n

k
k

n

k
knn

UUU

UUUSS

221

2

11

2

1
2

+++=

=−=−

++

+===
∑∑∑

L

 

  
د���. ب   :  

nnnnnnnn UUUUUUSS 2222212 +++≥+++=− ++ LL  
)0نّ (     )nU �12ر ��<����.(  
    �  : و (%�

01222 ≥≥≥− +nnnn nUnUSS  
)0نّ (     )nU ��<���� و �	و�� ������.(  
        :إذن    

nnnn SSnUnUn −≤≤≤ℵ∈∀ + 2212
* 0 

 

∑	�� أنّ . ج   
≥1n

nU  ّ2,ن �	ر�(��)Sn ( و �	ر�(��( )nU و�� �	��0)�ر � :و (%�

( )( ) ( )0limlim0lim 1222 ==∧=− ++∞→+∞→+∞→ n
n

n
n

nn
n

UUSS  
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  :�����4 �ن ا��ر أن، 'ب'9م 	���"دام ا�واب     
         ( )[ ] ( )[ ]02lim02lim 122 =∧= ++∞→+∞→ n

n
n

n
UnUn  

    �  :و ��
( ) ( ) 0lim2lim12lim 121212 =+=+ ++∞→++∞→++∞→ n

n
n

n
n

n
UUnUn  

  
���ن ا���"ر���ن . د   ����)	�� أنّ ا )nUn2  و( )( )112 ++ nUn ���/�  ��)�ر	��ن ��و � س ا
�� 0وھ�    ����)، 2,نّ ا )nUn و�� �	��0)�ر. 

 
��ن . أ .2n  ن�∗ℵ � د����� ،: 

( )

( )

( )( )

( ) ∑

∑

∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑∑

+

=

+

=
+

+

=

+

==

=
+

=
+

=

=
+
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)               :            9م     ) ( )
( )

1
2

1

1

1sh

lim
1

1
lim

2

11 +

+
−
+

=
+

−−
−→−→

<< x
x

x

x

fxf

xx

         

) ��2ب (         
( ) ( )
( )( ) 4

1

11

1
2

1
1sh

lim     
2

2

1

−=
+−

−++
=

−→
< xx

xx

x

  

)و                                 ) ( ) ( )
( )1

2

1
5

8

1

lim
1

1
lim

2

11 +

+−
=

+
−−

−→−→
>> x

x

x

fxf

xx

  

                 ( ) ( )
4

1
1

8

1
lim

18

1
lim     

1

2

1

−=−=
+
−=

−→−→
>>

x
x

x

xx

      

)                             :إذن     ) ( )
4

1

1

1
lim

1
−=

+
−−

−→ x

fxf
x

  

  
 .1->�	ل �A7)�ق (�د  fأي     

  
د��� ��ر� �. ج  :  

f 	 ق�(�ACل ا	(�, ����ℜرار (% ⇔








ℜ

ℜ

  f

و

  f

'  ��$% 0#1               

 1#0 ا56$�3ق ,�#23 

  

  
o  ق�(�A%�� إ	درا�� >�f  �%)ℜ:  

    -	��}�)	ل ا;�A)�ق (%�  fوا81 أن ا }1/ −ℜ  ق (�د�(�A;ل ا	(� �  ��ب �� �	ق  −1و 	��أ�
  :و د��� �ℜ)	ل ا;�A)�ق (%�  2f,ن     
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( )

( ) ( ) ( )
( )














−≥

−<
−

+−+−

=

1;
4

1

1;
1

x1sh2x1ch1
22

2

'

xx

x
x

xx

xf    

o  درا�� ا���رار��'f �%)ℜ:  
• 1−<x: 'f  ن ����ر�ن(����ر��	�� �	��( 
• 1−>x :'f  ر����)� )��9ر �دود �ن ادر�� ا0و
•  ���(د���: −1ا: 

  

))  ��2ب (            ) ( ) ( ) ( )
( ) 4

1

1

1sh2x1ch1
limlim

22

2

1

'

1

−=
−

+−+−=
−→−→

<<
x

xxx
xf

xx

  

  

)و                                          ) ( )1
4

1

4

1
limlim '

1

'

1

−=−==
−→−→

>>
fxxf

xx

  

    �)                        :                  و �� ) ( )1
4

1
lim ''

1
−=−=

−→
fxf

x
  

  .−����1ر (�د  f'أي     
  .����ℜر (%�  f'إذن     
  

  :ا�	
ر�ن ا�����
  
1.          ( ) [ ] ( ) 11limlimlim0

000
=−====

−∞→−∞→−∞→∞− ∫∫
x

x
x

t

xx

t

x

t eedtedteI       

 
��ن .2n  ن�∗ℵ � �� .د���: 

                                             
( )

( ) ( )∫

∫∫

−∞→

−∞→∞−

=

==
0 '

00

lim

lim

xx

x

tn

x

tn

dttgtf

dtetdtetnI
  

): ��ث     ) nttg =  ،( ) tetf )و  '= ) tetf =.  

    )��ز�F ����%�	������ل ا�	   (( ) ( )[ ] ( ) ( ) 




 −= ∫−∞→

0 '0lim
xxx

dttgtftgtf  

                                          [ ] 




 −= ∫

−

−∞→

0 10
lim

x

tn
x

tn

x
dtetnet  

                                        ( )
( )

44 344 2143421
1

0 1

0

limlim

−

−

−∞→

=

−∞→ ∫−=
nI

x

tn

x

xn

x
dtetnex 

  
)            : إذن     ) ( )11 −−=≥∀ nInnIn 

  
��وض �ل  .3n � ا�وا� ��2د n ،2−n  ،...،1،0−1	ـ  %): 
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          ( ) ( )1−−= nInnI  
 ( ) ( ) ( )211 −−−=− nInnI  

( ) ( ) ( )322 −−−=− nInnI  
.  
.  
.  

                    ( ) ( )011 II −= 
                             ( ) 10 =I 

  :��د زالطرف و 	�;"�2� أطراف ا���واة طر�2  و 	1رب    
           ( ) ( ) ( )0!1 InnI n−= 

)                            :إذن     ) ( ) !1 nnIn n−=ℵ∈∀  
  

  :ا�	
ر�ن ا����ث
1.  

• ( ) ( )
( )x

xLogx
xf

cos

1+−= 

د���                               :( ) ( ) ( )0
2

1 2
2

→+=+− xxo
x

xLogx  

                            ( ) ( ) ( )0
2

1cos 2
2

→+−= xxo
x

x  

                    ( ) 01coslim
0

≠=
→

x
x

  

إذن 	,�راء ا)��� ��ب ا)وى ا����(دة ـ     
2

2x  �%)
2

1
2x−  دود   �- إھ��ل و�  ���- ا

  :، ��د2ا�� ر�	/� أ�	ر ����� �ن    

( ) ( )2
2

2
xo

x
xf +=  

• ( ) ( )( )xLogxg 2sin2+= 

):         أو 	�	�رة أ"رى     )
0

2sin
lim

0

=
→x

x

x     /( ) 






 ++=
2

2sin
12

x
LogLogxg  

د���    :  

                ( ) ( )0
2

2sin 2 →+= xxox
x  

    �  :و (%�

( ) ( )0
22

2sin
1 2

2

→+−=






 + xxo
x

x
x

Log  

  :إذن    

    ( ) ( ) ( )0
2

2 2
2

→+−+= xxo
x

xLogxg  

  
2. ���� .�0ن (�د���� gو  f �������4 ��� �	ق أنّ 

•  ����� �	�� .y=0: ھ� ���fد� ا���س 	�
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0و 	��أن
2

1 2 >x وار� �2,ن  20����� f وار� �س 2���  .�0)- 2وق ا

• ����� �	��xLogy: ھ� ���gد� ا���س 	� += 2. 

0و 	��أن
2

1 2 <− x وار� �2,ن  20�����g وار� �س 2���  .�0)- ��ت ا
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لا�
	��ن ا��� :Synthèse  
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول

( )

( )

( )












≥+

<+−

=
0;1

0;
sin

2

xxLog

x
x

xx

xf

α

 

د��� ��ر� � .1:            ) ( ) ( )0lim
0

fxff
x

=⇔
→

)����ر (�د  0 

  :9م    
                                 ( ) ( ) ( )001limlim

00

fxLogxf
xx

==+=
>>

→→
   

  

        
( ) ( ) ( )

( )








+−=

++−=+−=

<

<<<

→

→→→

2

2

0

2

2

0
2

00

1
lim

lim
sin

limlim

x

xo

x

x

xoxx

x

xx
xf

x

xxx

α

αα

  

�0%زم و �� � أن ��ون  0را (�د���� fإذن ��� ��ون     
1

lim
0

=−
<

→ xx

α  1أي=α.  

د��� ��ر� � .2:    ) ( ) ( )
l

x

fxf
lf

x
=

−
−ℜ∈∃⇔

→ 0

0
lim/

0
)�)	ل ا�AC)�ق (�د  0 

  .�M0ر >�	ل �A7)�ق (�د fو (%�� . �M0ر ����ر (�د α ،f≠�1ن أ�ل     
د���α = 1و �ن أ�ل      ،  

                                            ( ) ( ) ( )
1

1
lim

0

0
lim

00

=+=
−
−

>>
→→ x

xLog

x

fxf

xx

  

و                 
( ) ( ) ( )

( )
6

1

6

1
lim

6lim
sin

lim
0

0
lim

3

3

0

3

3
3

0
3

00

−=







+−=

+−+−
=+−=

−
−

<

<<<

→

→→→

x

xo

x

xo
x

xx

x

xx

x

fxf

x

xxx  

  
  .�M0ر >�	ل �A7)�ق (�د fإذن     

 
د���. ℜ+�ن ��xن. أ .3: 

    ( )
( )

0
2

cos
21

3
2

' >








++
+

+
=

xxx
xh

ππ  

:  0نّ     
22

0
ππ <

+
<

x
0أي  

2
cos ≥









+x

π.  

  
     �  .ℜ+��زا�دة ����� (%�  hو (%�
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د���. ب     :( ) 0
2

3
2log31 >−=h  و( ) 10 −=h  

):                   إذن       ) ( ) 010 <hh  
]����ر (%�  9hم وا81 أن        [�ن cو (%�� ��ب �ظر�� ا)�م ا��و�ط� �و�د 1,0[ [1,0            
      ���%  .  ھذا ا�ل و��د 2,نّ  ر��	� ����� hو 	�� أنّ  ،h(x)=0د� �ل 
00، وا81 أنّ ا��را��� ��))� 0ن x=�0ن أ�ل . ج   ≤. 

]����ر و >�	ل �A7)�ق (%� ا���ل  h، ا��	- x<0و �ن أ�ل        ]x,0 ب �ظر��      و�� ��%)  
[�ن  cا�زا�دات ا���/�� �و�د        [x,0 ق(��:  

( ) ( ) ( )( )00 ' −=− xchhxh  
  :و 	���و�ض ��د      

( )
( )

x
ccc

xh 










++
+

+
=+

2
cos

21

3
1

2

ππ  

      �  :و (%�

   ( )
( )

xx
ccc

xh 






 +≤










++
+

+
=+

4
3

2
cos

21

3
1

2

πππ  

1    :  0ن      
2

cos0 ≤
+

≤
c

π ،( ) 42 2 ≥+c  11و >+ c  )00ن>c.(  

)                   :إذن       ) xxhx 






 +≤+ℜ∈∀ +

4
31

π  

 
  :ا�	
ر�ن ا�����

1. 
( )

( ) )4(
sin

2
cos1

lim
22

2

0
=

−

−−

→
n

xx

x
x

x
 

  :�ذّ�ر أّ�� 2� �وار ا� ر د���    

 ( ) ( )4
42

!4!2
1cos xo

xx
x ++−=  

       ( ) ( )4
3

!3
sin xo

x
xx +−=  

    �):                       و�� ) ( ) ( )0
3

sin 4
4

22 →+−= xxo
x

xx  

    �  :   و (%�

                             
( )

( )
( )

( )4
4

4
4

022

2

0

3

!4lim
sin

2
cos1

lim

xo
x

xo
x

xx

x
x

xx

+−

+−
=

−

−−

→→
                                   

             
( )
( ) 8

1

3

1
!4

1

lim     

4

4

4

4

0
=

+−

+−
=

→

x

xo
x

xo

x

  



 
117 

2. 
( )

( ) ( ) )3(
2cossin

2

3
1

lim

2

0
=

−

−+−

→
n

xxx

xxLogxe x

x
 

    �2 �  :�وار ا� ر د��� إذا �ذ�ر�� �ذك أّ�

                  ( )2
2

!2!1
1 xo

xx
e x +++=  

                               ( ) ( )3
32

32
1 xo

xx
xxLog ++−=+  

    �  :و (%�

                       

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) 11

1

6

11
6

1

lim     

6

11
6lim

2cossin
2

3
1

lim

3

3

3

3

0

33

3
3

0

2

0

=
+

+
=

+

+
=

−

−+−

→

→→

x

xo
x

xo

xox

xo
x

xxx

xxogLxe

x

x

x

x

  

  
  : ا�	
ر�ن ا����ث

                                      ( ) ( )∫
+∞∗

+
=ℵ∈∀

0 2 1
n

x

dx
nIn  

1.               

                        

( ) ( ) ( )

( )[ ]
2

arctglim

1

1
lim

1

1
1

0

0 20 2

π==

+
=

+
=

+∞→

+∞→

+∞

∫∫

a

a

a

a

x

dx
x

dx
x

I

 

��ن  .2n ن�∗ℵ � �� .د���: 

( ) ( ) ( )∫∫
+

=
+

=
+∞→

+∞ a

nan dx
x

dx
x

nI
0 20 2 1

1
lim

1

1  

:                                 9م    
( )

( ) ( )∫∫ =
+

aa

n dxxgxfdx
x 0

'

0 2 1

1  

): ��ث     ) ( ) n
xxg

−+= )و  12 ) 1' =xf.  
    د��� ����%�و (%�� 	���"دام ا ،�Fز���	:  
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( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )∫∫

∫

∫

∫∫

+

+

+

+
−

+
+

+
=

+

−++
+

=

+
+













+
×=

−=
+

a

n

a

nn

a

nn

a

n

a

n

aaa

n

dx
x

ndx
x

n
a

a

dx
x

x
n

a

a

dx
x

x
n

x
x

xdxgxfxgxfdx
x

0 120 22

0 12

2

2

0 12

2

0
2

0

'
0

0 2

1

1
2

1

1
2

1

1

11
2

1

1
2

1

1

1

1

  

  
  :، ��د+∞�ؤول ��و  ���aل     

( ) ( ) ( )122 +−= nInnInnI  
  

    �  :و (%�

                                 ( ) ( )1
12

2 +
−

= nI
n

n
nI  

)�Cظ أنّ (     ) 0
1

lim
2

=
++∞→ na a

a(  

  
د��� ��� �	ق .3: 

                            ( ) ( )nI
n

n
nIn

2

12
1

−=+ℵ∈∀ ∗  

    4����� �  :و ��

      ( ) ( )1
2

1
2 II =  

                                         ( ) ( )2
4

3
3 II =  

     ( ) ( )3
6

5
4 II =  

.  

.  

.  

                               ( ) ( )nI
n

n
nI

2

12
1

−=+  

  :طرف ��د  2�و (%�� 	1رب أطراف ا���واة طر�2     
  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) 2242

12531
1

242

12531
1

π×
×××

−×××=
×××

−×××=+ℵ∈∀ ∗

n

n
I

n

n
nIn

L

L

L

L  
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  :ا�	
ر�ن ا�را��
  

1.  ��%1� �'��02لّ ا���د� ا =+ yyx.  
0د��� �ن أ�ل     ≠y  0و≠x:  

( )ℜ∈=⇔

ℜ∈+−=⇔−=⇔−=⇔=+ ∫∫

c
x

c
y

xLogxLog
x

dx

y

dy

xy

y
yxy

/

/22
2'

02'

2

λλ
  

     ��%1� �'002ن ا��	- ا� ري ھو أ��1 �ل ا���د� ا =+ yyx.  
 

)  :�ن أ�ل .2 )
2x

arctg xx
y

−= 

د���    :  

              

( ) ( )

22

2

22

2

1
1

arctg22
arctg2

12'

x

x

x
x

x
x

x

xx

x

x
x

x
x

xyxy

+
=+

−
=

−+
















 +
+

−−
=+

  

     -	��)و (%�� ا )
2x

arctg xx
x

−
a � �  .(I)ل "�ص %���د

  
3. �4����  ��%1� �)أنّ ا�ل ا��م %���د� ا )I ـ ھو	رف �� :ا��	- ا

21 yyy +=  
)ھو ا�ل ا��م %���د�  ��1yث      )I ر و�   �ل ا"�صھو ا 2y	دون اطرف ا
     �%���د( )I ب��� �  :و(%�

( ) ℜ∈−+= c
xx

x

c
y /

x

arctg
22
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  Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا��
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
I- 1 . ن��p  وq ن����	ث (دد�ن ط��	qp ≥ .  

qpوا81 ��� ا��را��� �ن أ�ل     =.  
qpن أ�ل�     د���< ،:  

( )

( )1   

   

   

21

21

1211

112211

+++≤

+++≤

−++−+−≤

−+−+++−+−=−

−−−−

−−

+−−−

++−−−−

kkkk

kkk

UUUUUU

UUUUUUUUUU

qpqpq

qpp

qqpppp

qqqpppppqp

L

LL

LL

L

 

�ن    :  

k

k
kk

qp
qp

−
−

=++++
−

−−

1

1
 11

1
L  

  :إذن    

  
k

k

k

k
kUU

qqp
q

qp −
≤

−
−

≤−
−

11

1
    

�C11ظ أنّ (     <− −qp
k 01و >− k(.  

  
د��� �ن أ�ل أي  .2p  وq ن����	دد�ن ط)  -�qp ≥: 

k

k
UU

q

qp −
≤−≤

1
 0  

90مّ     
1

lim =
−+∞→ k

k
q

q
  :، و ���k>01نّ  

0lim =−
+∞→
+∞→ qp

q
p

UU  

)إذن      )nU ��Aو� ������. 
  
II- 1.  د���:  

2
    

2

2

2

1

11
1

*

−

−−
+

−−=

−+=−+=−ℵ∈∀

nn

nnn
n

nn
nn

UU

UUU
U

UU
UUn

  

  
د��� �ن ا;��	� (ن ا�ؤال ا0ول .1: 
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( )

( )

( )

( )01

32

3

21

1
1

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

UU

UU

UU

UU
UU

UU

n

nn

nn

nn
nn

nn

−






−=

−






−=

−






−






−=

−−=
−

−=−

−−

−−

−
−

+

 

  :إذن    

( )
nn

nn UUUUn 






−=−






−=−ℵ∈∀ + 2

1

2

1
011

*  

  

[	�� أنّ  .2 [1,1
2

1 و  −∋−
n

nn UU 






−=−+ 2

1
* n أي * أ�� 1 ∗ℵ ������)، 2,نّ ا )nU  

�� �و��A و ذك ��ب ا�زء     ����( )I �)، و (%� )nU �	0ن �دودھ� �)�)�� ��)�ر.  
  

  :ا�	
ر�ن ا�����
  

د��� .1 : 

( ) ( )

( ) 1212
12

2

0

12

0
212

1

11

++
+

=

+

=
+

−=−=

−−−=−ℵ∈∀ ∑∑

nn
n

k

kn

k
k

kn

k
nn

aa

aaSSn
 

��ن .2n  ن�ℵ � �� .د���: 

( )

( ) ( ) ( ) 1212234120

122543210

12

0
12

        

        

1

+−

+

+

=
+

−−++−+−+=
−++−+−+−=

−= ∑

nnn

nn

n

k
k

k
n

aaaaaaaa

aaaaaaaa

aS

L

L  

  
)و 	�� أنّ      )na ��� و �	2,نّ  �>���و�:  

( ) ( ) ( ) 0121223412012 ≤−−++−+−=− +−+ nnnn aaaaaaaaS L  
  :إذن    

012 aSn n ≤ℵ∈∀ +  
  

د��� �ن أ�ل أي (دد ط	���  .3n: 
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( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

1111

11

3222

12

0
32

32
22

22
12

0

12

0

32

0

123212112

≥−=

−−−+−+−=

−−−=

−=−

++

+

=
+

+
+

+
+

=

+

=

+

=

+++++

∑∑

∑∑

nn

n

k
k

k
n

n
n

n
n

k
k

k

n

k
k

k
n

k
k

k

nnnn

aa

aaaa

aa

SSSS

  

)0نّ      )na  ������)����>��، و ��� ا )12 +nS زا�دة�� .  
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واد ا����� �ـ �Asupنّ     

  
III- ا�)()ل �  :ط���
  

• ∑
≥ +1

2

2

1n n

n 

01: ��� أنّ     
1

lim
2

2

≠=
++∞→ n

n
n

∑�%نّ  
≥ +1

2

2

1n n

n دة���&�.  

 

• ∑
≥1 3

2

n
n

n

 

∑∑∑    :�د���    
≥≥≥

=






=
111 3

2

3

2

n

n

n

n

n
n

n

a  

     +�
3

2=a  

∑و ھ,ذا &,ون     
≥1 3

2

n
n

n

�1
.ق �a&.�ر�� �ّ�#� ���رة �ن )�)�� ھ�د)�� أ)�)#� <a.  

 

• ∑
≥1

2 2

1

n
nn

 


ظ أنّ     )�:    

22

1

2

1

nn
n

n
≤ℵ∈∀ ∗  

  



 
128 

∑��� أنّ     
≥1

2

1

n n
  �2)�)�� ر���ن �ن أ�ل(�&.�ر�=α (   �  و 
)ب �.��س ا��.�ر�� �%نّ ا�)�)�

    ∑
≥1

2 2

1

n
nn

 �  .�&.�ر�

  

• ∑
≥1

cos

n nn

n 

     :�د���    
23

1cos

nnn

n
n ≤ℵ∈∀ ∗ 

∑ و ��� أنّ      23

1

n
  �� ر���ن �ن أ�ل(�&.�ر��(�( 

2

3=α ( ّن%� �  و 
)ب �.��س ا��.�ر�

    ∑
≥1

cos

n nn

n  �∑�&.�ر�� و ���� ا�)�)�
≥1

cos

n nn

n �  .�&.�ر�

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  

��0)&3دام &�ر�ف ا��#��� ��رھن أنّ   * .1
1

lim =
+∞→ nn

 �
 :أي ��رھن �

εε ≤−⇒≥ℵ∈∀ℵ∈∃>∀ 0
1

,/,0 0
**

0 n
nnnn  

  :�د���. �و�ب &���� ��ε,ن     

ε
εε 11

0
1 ≥⇔≤⇔≤− n

nn
  

34�1ذ     
1

0 +




=
ε

n ق ا��ط�وب.
&�.  

  

��1)&3دام &�ر�ف ا��#��� ��رھن ,ذ�ك أنّ **   
1

lim
2

2

=
++∞→ n

n
n

 �
 :أي ��رھن �

εε ≤−
+

⇒≥ℵ∈∀ℵ∈∃>∀ 1
1

,/,0
2

2

0
**

0 n

n
nnnn  

  :�د���. �و�ب &���� ��ε,ن     

nnnn

n 1

1

1

1

1
1

1 222

2

≤
+

=
+

−=−
+

  

−≥ε و ���، و 
&" �,ون    
+

1
12

2

n

n
≥ε، �,6� أن �,ون 

n

أي  1
ε
1≥n.  

34�1ذ     
1

0 +




=
ε

n ق ا��ط�وب.
&�.  

  
  
  



 
129 

 :�د��� .2

( ) 0
1

11

1

1* <
+

−=−
+

ℵ∈∀
nnnn

n  

  
( )

( ) ( ) ( )[ ] 0
111

12

111

1
222

2

2

2

>
+++

+=
+

−
++

+ℵ∈∀
nn

n

n

n

n

n
n  

و ����     
*

1

ℵ∈










nn
  ����� ،��7��&�

*12

2

ℵ∈









+
n

n

n زا�دة&�.  

 
 : �د��� .3

( )
( ) 








ℵ∈
++

+= p
p

p
B ,

112

12
2

2

   ;    








ℵ∈= *,
2

1
p

p
A  

 

� ا�و�" أنّ ا��&&���&�ن ا��)&3ر�&�ن   .أ    �����,ن أن �)&.� �ن ا9








p2

)و  1 )
( ) 











++
+

112

12
2

2

p

p   


دود&�ن Bو  �A&.�ر�&�ن و ���� �#�� �
دود&�ن و ھو �� ��6د أنّ     �. 

��� أنّ . ب  








n

� �%نّ  1�7��&�








p2

� أ�:�، و ���� 1�7��&�: 

2

1

12

1

2

1
supsup

*

=
×

=







=

ℵ∈ p
A

p

  

0
2

1
liminf =








=

+∞→ p
A

p
  

�نّ     








p2


و 
دّھ� ا�د�" 1�  �� و �
دودة �ن ا�د�" �#� إذن �&.�ر��7��&�.  

)�د��� أ�:�      )
( ) 











++
+

112

12
2

2

p

p  ّزا�دة �ن&�








+12

2

n

n
 :�&زا�دة، و ���� 

( )
( )

( )
( ) 2

1

1102

102

112

12
infinf

2

2

2

2

=
++×

+×=









++
+=

ℵ∈ p

p
B

p
  

( )
( )

1
112

12
limsup

2

2

=









++
+=

+∞→ p

p
B

p
  

)�نّ      )
( ) 











++
+

112

12
2

2

p

p &�"دّھ� ا���
  .زا�دة و �
دودة �ن ا���" �#� إذن &&.�رب �
و 

  :ا)&�&���ت. ج  
 

( ) ( ) 11,
2

1
maxsup,supmaxsup =







==∪ BABA  

         ( ) ( ) 0
2

1
,0mininf,infmininf =






==∪ BABA 



 
130 

  :ا�	
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∑و ��� أنّ     
+∞

=1k
kU �� �%�#� �&.�ر���  .ذات 
دود �و

  
 :�د��� .4

nn
U

n
n

1

1

1
+∞→

≈
+

=  

∑و ��� أنّ     
≥1

1

n n
� ر���ن �+(�&���دة  �(�( 

2

1=α ( ّن%�∑
≥0n

nU   ب �.��س(
  �&���دة 

  .ا�&,��ؤ    
     �� أ3رى ا��&&���#�)�د��� �ن  )nU  و
� �� و �&.�ر��7��&� ،���  و ھو �� �:�ن،  �0و
� ا�)ؤال     �∑، أن 6�3:ل �&�

≥0n
nV دة���&�.  
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  EMD2 :ا�
	��ن ا�����
 

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
I- 1.   6    �؛ . 5    �؛. 4    �؛ . 3  ��م؛ . 2  �؛ .� 
  
II-   ون,� "&

ظ أّ�� �f "�� را�&(� ℜ  �6,� أن �,ونf  1و  −�1)&�را ��د ا�.��&�ن.  

  :�د���    

) ( ) ( ) ( )






 −==⇔
−→−→

><
1limlim

11

fxfxff
xx

)�)&�ر ��د   1−  

bae +=−⇔ −1  
� أ3رى    #�  :�د��� �ن 

  ) ( ) ( ) ( )






 ==⇔
><

→→
1limlim

11

fxfxff
xx

  1)�)&�ر ��د  

                        
03

2

=−⇔
=+−⇔

ab

aba             

1أن �,ون �,6� �زم و � �ℜ)&�را ��"  fإذن 
&" �,ون     

4

1 −−= ea  1و

4

3 −−= eb.  

 
III- دودة ا��#���ت ا�

)�ب ��)&3دام ا��Eور ا���  :�ط�و�

• ( )





 −
→ xxx sh

11
lim

0
 

  :�د���    

( )
( )

( )xx

xx

xx sh

sh

sh

11 −=−  

  :�ذّ,ر أّ�� �� �وار ا��6ر �د���    
( ) ( )2sh xoxx +=  

  :و ����    

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( ) 0
1

0

1

limlim

sh

sh
lim  

sh

11
lim

2

2

2

2

022

2

0

00

==
+

=
+

=

−=







−

→→

→→

x

xo
x

xo

xox

xo

xx

xx

xx

xx

xx

  

  

• 
( )

( )xx

x
x arctg

sin
lim

2

0→
 

 
  :�ذّ,ر أّ�� �� �وار ا��6ر �د���    

( ) ( )222sin xoxx +=  
( ) ( )2arctg xoxx +=  
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  :و ����    

( )
( )

( )
( )

( )

( ) 1
1

1

1

1
limlim

s
lim 

2

2

2

2

022

22

0

2

0
==

+

+
=

+
+=

→→→

x

xo
x

xo

xox

xox

xarctgx

xin
xxx

  

  
IV-  +:��1−= xt . إذا ,�ن ا��& �رx  وار��وار ا��6ر t,�ن ا��& �ر  1��  ��.  
  :و ����    

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )0
2

5

0
21

2

011lim/
1

1
1

22

2

2
2

2

02

→+−=

→
++

+−
=

≠=+
+

+=+=
→

ttott

t
tt

to
t

t

t
t

tLog
tfxf

t

  

  :و ���&���    

              ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )111
2

5
1 22 →−+−−−= xxoxxxf  

=−���1د�&�  �1.�ل ���)� ��د  f"�%نّ ��
� �1.�ل اE9&.�ق ��د  ���f أنّ ا�&��+      xy  ��� و  

)أنّ      ) 01
2

5 2 <−− x  وار�
�"�%ن  1�� �� f  وار�
ت ا����س �� & +.�1.   

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

 
I- 1.  ظ
]�)&�ر ��"  fأنّ ا�&��+  � ]x,0  "�� ق�.&E)� و ��7ل] [x,0 �.�.
  �ن أ�ل أي �دد 

    x  ل��[�ن ا�� [1,0.  
]�� ا����ل  �fظر�� ا�&زا�دات ا���&#�� ��" ا�&��+  &ط��قإذن ��,ن      ]x,0 ث�
x  ن�  
    ] [1,0.  
  :و����    

] [ ( ) ( ) ( )( )0'0/,0 −=−∈∃ xcffxfxc  
  :أي    

( )
212 c

x
xf

−
−=  

&ذّ,ر أنّ �E&ق ا�&��+ 7وس ا���ب ھو ا�&��+ (     
21

1

x
x

−
a(  

  :و ��� أنّ     

22 1

1

1

1
1

xc −
<

−
<  

  :إذن    

] [ ( )
212

1,0
2

x
xf

x

x
x −≤≤

−
−∈∀  
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� ا�و�" �)&�&C أنّ  .2���  :�ن ا9

] [ ( )
2

1

12

1
1,0

2
−≤≤

−
−∈∀

x

xf

x
x  

�د    � �  :و ����رور إ�" ا��#��
( )

2

1
lim

2

1

0

−≤≤−
>

→ x

xf

x

  

  :و ����    
( )

2

1
lim

0

−=
>

→ x

xf

x

 

  
II- 1 . +��&ظ أنّ ا�
�f  "�� ق�.&E)� ��7ل] [ ] [1,00,1   &����ن �)���ّ�� ���رة �ن  −∪

[����7ن �(E&.�ق ��"      [�,)� �&��+ ��7ل �(E&.�ق ��" ا�&��+ ا�و ���رة �ن  −0,1] [1,0.  
  :، �د���0ا�.���  @م �ن أ�ل    

2
)ب (                       ( ( ) ( ) ( )
2

1
lim

0

0
lim

00

−==
−
−

>>
→→ x

xf

x

fxf

xx

  

  


)ب �ظر�� �و��&�ل(      (  ( ) ( ) ( )
2

1

sin

ch1
lim

0

0
lim

00

−=−=
−
−

<<
→→ xx

x

x

fxf

xx

  

  
[��7ل �(E&.�ق ��"  fإذن ا�&��+ . �.�ل ا�E&.�ق ��د ا��6ر fو ھو �� �:�ن أنّ      [1,1−،  
  :و �د���    

( )

( ) ( )( )
( )













<≤
−

−

<<−−−−

=

10;
12

1

01;
sin

ch1cossinsh

'

2

2

x
x

x
x

xxxx

xf  

  
 :�د��� &�ر��6 .1

  
)f � ق�.&Eرار ��"%�.�ل ا��&(] [( 1,1− ⇔ )f [�)&�ر��"  f'�.�ل ا�E&.�ق و  [( 1,1−  
  

• f  "�� ق�.&Eل ا��.�] [1,1− 1
)ب(    .( 

ظ أنّ  •�'f  "�� ر�&(�] [ ] [1,00,1 ∪−.  
  :، �د���0ا�.��� و �ن أ�ل     

( ) ( )0'
2

1

12

1
lim'lim

2
00

f
x

xf
xx

=−=
−

−=
>>

→→
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( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )0'
2

1

1

2

1

lim2lim

sin

ch1cossinsh
lim'lim

2

2

2

2

0
22

2
2

0

2
00

f

x

xo
x

xo

xox

xo
x

x

xxxx
xf

xx

xx

=−=
+

+−
=

+

+−
=

−−−=

<<

<<

→→

→→

  

  .�0)&�ر ��د f'و ����     
[)&�رار ��" %�ق ��.�ل ا�f .&E إذن     [1,1−. 
  

  :ا�	
ر�ن ا����ث
      

)�ب ا�&,��(ت     �  :ا��ط�و�

• ( )[ ] dx
Logxx∫ + 21

1 

6�Logxtرض      dx��,ون  =
x

dt
1= �&Gل ا,Eو �34ذ ا�&,��ل ا�:  

( )[ ] ( ) ( )( )∫∫ ℜ∈+=+=
+

=
+

ccxLogctdt
togxLx

dx
/arctgarctg

1

1

1 22
  

• ( )∫ dxxarcsin 

���)&���ل د)&ور ا�    ���,� �Bز�&���:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxgxfxgxfdxxgxfdxx ''arcsin ∫∫∫ −==  


�ث     ( ) 1' =xf  و( ) xxg arcsin=.  
  :و ���    

( )

ℜ∈+−+=

−
−= ∫∫

ccxxx

dx
x

x
xxdxx

/1arcsin

1
arcsinarcsin

2

2  
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  Synthèse: ا�
	��ن ا���
ل
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
 

I- 1.   ل�[�ن ا����ل  �xن أ 
ظ أنّ ا�&��+ 1,0]� ،( )tLogtg −1: a  �
.ق Eروط �ظر��  
]ا�&زا�دات ا���&#�� �� ا����ل      ]x,0.  
  :و����    

] [ ( ) ( ) ( )( )0'0/,0 −=−∈∃ xcggxgxc  
  :أي    

( )
c

x
xLog

−
−=−

1
1  

xcو ��� أنّ                         :�%نّ  0>>
xc −

≤
−

≤
1

1

1

1
1  

  :إذن    

] [ ( ) xxLog
x

x
x −≤−≤

−
−∈∀ 1

1
1,0  

 
  :�د���. أ .2

( ) ( ) 








+
−+=≥∀

2
sin130

x
xLogxhx

π  

 :و ���    

( ) ( ) 0
2

cos
21

3
'0

2
>









++
+

+
=≥∀

xxx
xhx

ππ 

�0
ظ أنّ (     
2

cos
22

00 >








+
⇒≤

+
<⇒≥

xx
x

πππ(  

  .ر&�ب &���� hو ھذا �� �:�ن أنّ     
 

)��,ن ا�&4,د �,ل )#و�� أنّ    . ب ) ( ) 010 <hh . ّو ��� أنh  "�� ر�&(�[  ، �%ّ�� ��,ن  1,0[
� .ا)&3دام �ظر�� ا�.�م ا��&و)ط

  :و ����    
] [ ( ) 0/1,0 =∈∃ chc  

 .�%نّ ھذا ا��ذر و
�د) 
)ب أ(ر&�ب &����  hو ��� أنّ     
  
II- 1.  د����:  

( ) ( ) ( )0
2

1 2
2

→+−−=− xxo
x

xxLog  

  

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )0
2

3

01
2

1
1311

22

22223 32

→++−=

→+−+−




 ++=++−+

xxoxx

xxoxxxoxxxx
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 :�د��� .2
( ) ( )

( )
12

3

lim  

311
lim

0

0
lim

22

0

3 32

00

−=
++−

=

++−+=
−
−

>

>>

→

→→

x

xoxx

x

xxx

x

fxf

x

xx

  

  
( ) ( ) ( )

( )
12

1

lim  

1
lim

0

0
lim

22

0

00

−=
+−−

=

−=
−
−

<

<<

→

→→

x

xoxx

x

xLog

x

fxf

x

xx

  

  .  �0.�ل ا�E&.�ق ��د  fو ����     
 
 :�د��� .3

( )
( )

( )











→∧>++−

→∧≤+−−

=

00;
2

3

00;
2

22

2
2

xxxoxx

xxxo
x

x

xf  

�xy ���د�& �0 ��د ���)�.�ل  �f" �%نّ ��
 �0.�ل اE9&.�ق ��د  ���f أنّ ا�&��+        و  =−
   :�د���    

a.  0إذا ,�ن<x  وx  وار�
�"، �%نّ 0�� �� f � ت ا����س
0نّ �.+ &
2

2

<− x. 

b.  0إذا ,�ن>x  وx  وار�
�"، �%نّ 0�� �� f  ّ�0.+ �وق ا����س �ن
2

3 2 >x. 

 
�0ّ��  �2� �ن ا�ر& ���f أنّ ا��Eر ا��
دود �ـ  .4→>x  دود �ـ
�ن  �f �)�وي ا��Eر ا��

 ��وار �2 �.�ل �Eرا �
دودا �ن ا�ر&��  f�%نّ ا�&��+ ���0→<x  2ا�ر&� ��0.  
  

III- 1 . ل��وار  �xن أ ��∞+  +:�
x

t
  :، ��دBذ �د���=1

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )0
2

03
3

1
1

2

1
1

1

311
1

13
1

1
1

1

2222

3 322

3
32

→+−=

→












 ++−




 ++=

++−+=

++−+=






=

>

>

tto
t

ttottot
t

ttt
t

tttt
fxf
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  :و ���&���    

( ) ( )+∞→






+−= x
x

o
x

xf
1

2

1  

  
 :�د��� .2

( ) 0
1

2

1
limlim =















+−=
∞+→∞+→ x

o
x

xf
xx

 

 
�وار �)&�&C أ��  .3 ��∞ + "�
��f ���0د�&�  ��.�ر� ��.�ل 3ط=y . 

0و ��� أنّ     
2

1 <−
x

  "�

ت ا�3ط ا��.�رب �� �وار   f�%ن ��& +.�∞.+ 

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
I- 1.  ب�(
 0U:  

( ) ( )[ ] ( )1shshch 1
0

1

00 === ∫ xdxxU  

  

ظ أنّ  .2�: 

( ) ( ) ( ) [ ] ℵ∈∀∈∀≤−≤ nxxxx n ,1,0chch10  
  :و ���    

( ) ( ) ( )∫∫ ≤−≤ℵ∈∀
1

0

1

0
chch10 dxxdxxxn n  

  :أي    
( )1sh0 ≤≤ℵ∈∀ nUn  

 
 :�د��� .3

[ ] 1101,0 ≤−≤∈∀ xx  

  :و ���     
[ ] ( ) ( ) ( ) ( )xxxxnx nn ch1ch1,1,0 1 −≤−ℵ∈∀∈∀ + 

  :و ����    
( ) ( ) ( ) ( )∫∫ −≤−ℵ∈∀ + 1

0

1

0

1 ch1ch1 dxxxdxxxn nn 

  :أي    
nn UUn ≤ℵ∈∀ +1 

 
4.  �)��� أنّ ا��&&��� )nU  �2
)ب (و �
دودة �ن ا�د�" ) 3
)ب (�&��7� (� .�%�#� �&.�ر�
 
II- 1 . ن,��n  ن�ℵ �6�, . 34ذ�( ) chxxf )و  '= ) ( ) 21 +−= nxxg و ��)&3دام ا�����,�   

    ،�Bز��د أنّ  ���&�:  
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫

∫

∫∫

+

++

+

−+=

−++−=

−==

1

0

1

1

0

11

0
2

1

0

'1
0

1

0

'
2

sh12

sh12sh1

dxxxn

dxxxnxx

dxxgxfxgxfdxxgxfU

n

nn

n

  

     
)@م �34ذ ھذه ا��رة      ) shxxf )و  '= ) ( ) 11 +−= nxxg و ��)&3دام ا�� �ن �د�د،  ��,���Bز�&���  
�د أنّ     �: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) n

n
n

Unnn

dxxchxnnU

122

1112
1

02

++++−=




 −++−+= ∫+  

  :و ����    

( )( ) ( )[ ]2
21

1
2 ++

++
=ℵ∈∀ + nU

nn
Un nn  

 
 ):I- 2( �د��� 
)ب . أ .2

( )1sh0 ≤≤ℵ∈∀ nUn 
  :و ����    

( )
( )( ) 1

1

21

1sh

1

1

+
+

++
≤≤

+
ℵ∈∀

nnn
U

n
n n  

�د    � ،�  :����رور إ�" ا��#��
0lim0 ≤≤

+∞→ n
n

U  

  :و ����    
0lim =

+∞→ n
n

U  

  :�د���. ب  

nU
n

n ≤
+

ℵ∈∀
1

1  

∑و ��� أنّ     
≥ +0 1

1

n n
∑�&���دة �%نّ  

≥0n
nU دة���&�.  

  
)��� أنّ  .3 )nU  ّدودة �ن ا�د�"، �%ن
� و ��7��&�: 

{ } ( )1sh,sup 0 ==ℵ∈ UnU n  
{ } 0lim,inf ==ℵ∈

+∞→ n
n

n UnU  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

�وار ��x,ن      ��a  +�ax �وار �3Cن ا���ف  ���f أنّ . ≠ ��a  ب د)&ور &���ور(
�  
  :�و�I، �د���    

    ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )axaxax

af
ax

af
ax

af
afxf −−+−+−+−+= ε33

3
2

21

!3!2!1
  

    +�    :( ) 0lim =−
→

ax
ax
ε  

  :�%نّ  h≠0و  0�� �وار hو ���� �ن أ�ل     
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  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 03lim/327

!3

27

!2

9

!1
33

0

33322
1

=++++=+
→

hhhhafhafh
af

afhaf
h

εε  

  

    ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02lim/28

!3

8

2
4

!1
22

0

333
2

2
1

=++++=+
→

hhhhaf
h

afh
af

afhaf
h

εε  

  

        ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0lim/

62!1 0

33
3

2
21

=++++=+
→

hhhh
af

h
af

h
af

afhaf
h

εε  

  :و ���&���    

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )hhhaf

h

hhhhhaf
hg

εεε

εεε

3224327

3224327

3

3

333

+−+=

+−+=
  

  :إذن    
( ) ( ) ( )afhg

h

3

0
lim =

→
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  Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا��
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
1. +��100د��� . �)&3دم ا��رھ�ن ���&را ≤=U �..
�. 

     �� ا��3��� �ن أ�ل ا�ر&�

ق ��� أن �,&ب nU≥1، أي nإذا �ر:�� �:  

1
2

1 ≤
− nU

  

  :أي    
11 ≤+nU  

  :و ����    
1≤ℵ∈∀ nUn  

  
 :�د���. �6��ℵ ,ن  ��n,ن  .2

( )
n

n
nn U

U
UU

−
−

=−+ 2

1 2

1  

01�%نّ ) 1
)ب ( nU≥1و ��� أنّ      ≥−+ nn UU . إذن( )nU زا�دة&�.  
 

3.  �)ا��&&��� )nU  �.�.

و �دد � �
دودة �ن ا���" و �&زا�دة إذن �#� �&.�ر��l    . 

و ��� أنّ     
n

n U
Un

−
=ℵ∈∀ + 2

1

.ق ا����د��  l�%نّ  1�

l
l

−
=

2

1. 

  :�د���    

1012
2

1 2 =⇔=+−⇔
−

= lll
l

l  

  
)��� أنّ  .4 )nU  ّزا�دة �%ن&� : 

{ } 0,inf 0 ==ℵ∈ UnU n  
� أ3رى     #�)�ن  )nU ،"دّھ� ا���

و � �  �&زا�دة و �
دودة �ن ا���" �#� إذن �&.�ر�
  :و ����    

                           { } 1lim,sup ==ℵ∈
+∞→ n

n
n UnU 

 
���01lim أنّ  .5 ≠=

+∞→ n
n

U  ّن%�∑
≥0n

nU دة���&�. 

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
 :�د��� &�ر��6 .1

            ( ) ( )εε ≤−⇒≥ℵ∈∀ℵ∈∃>∀⇔=
+∞→

0,/,00lim 0
**
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 �∑�&���دة �%نّ ا�)�)�
≥1n

nU دة���&�.  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث
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0' −=f +��&نّ ا�%� ،'f  �0)&�ر ��د.  
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� ا�
	�� و�� f � ق�.&Eرار ��" %�.�ل ا��&(ℜ.  
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EMD1 :ا�
	��ن ا�ول   
 

  :ا�	
ر�ن ا�ول
I-  1 .؛. 4    �؛. 3    �؛. 2    �؛�  

  .�. 8    ��م؛. 7    �؛. 6    �؛. 5
  
II-  ا�)()ل �  :درا)� ط���
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  .�&���دة و ذ�ك 
)ب �.��س ا�&,��ؤ 

  
  :ا�	
ر�ن ا�����
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     �[ا����ل  &�&�� إ�"و ھذا را�+ �,ون ����ر ا��&&��� ]0,2−.  
     �)إذن ا��&&��� )nU ��7��&�.  

 
)ط���� ج �ا)&�& .3 )nU �#&��#� ب�(
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)�د��� أ�:�      )nU �&دّھ� ا�د�" أي�
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���02lim أنّ      ≠−=
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ر�ن ا����ث
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2.  ���&,nS2  ��12د�� +nS . ن,��n  ن�ℵ .د����: 
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n UV 

a. )⇐ :( ّ6رض أن�∑
≥0n

nU  أي �)�&.�ر� )nS �)و ��� أنّ . �&.�ر� )12 +nS  ��� �)&3ر���&&�

)�ن  )nS �)و ��� . �%�#� �&.�ر� )nT  أي �∑�&.�ر�
≥0n

nV �  .�&.�ر�

b. )⇒ :( ّ6رض أن�∑
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nV  أي �)�&.�ر� )nT �� و �∑رھن أنّ �&.�ر�
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)��رھن أنّ  )nS �  .�&.�ر�
)��� أنّ  )nT �)�%نّ  �&.�ر� )12 +nS �)إذن 
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  EMD2 :ا�
	��ن ا�����
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
I- 1.   ون,� "&
f أن �,ون �6ر ��زم و �,6�را ��د ا��&(�:  
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&" �,ون     
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&" �,ون      ���f  6ر ��زم أن �,ون �)&�ر�ق ��د ا��.&EJ� (��7 6ر أي�1ا ��د ا�=b .  
12و  EJ� )��7 1=b&.�ق ��د ا��6ر ��زم و �,6� أن �,ون  fإذن 
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21ا�&��+ (      xx +a  و ���� ����ل ��  )��دوم �� ا��Eر ا��
دود 3x&��+ زو
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2. f  ق ��د�.&E)� ر ��7ل�K1  ر �)&�ر ��د�K ��ّ�1. 
 

3. f  وار� �� �)�نّ  �1 �.�ل �Eرا �
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xf
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� أ3رى     #�]�)&�ر ��" ا����ل  f'�د��� �ن    . �ّ�� ���رة �ن ���وع &وا�+ �)&�رة 1,0[
     ،�[�ن  cو ���� �%ّ�� �و�د، ��.&:" �ظر�� ا�.�م ا��&و)ط 
�ث 1,0]� ( ) 0' =xf  ّو ��� أن  
    'f  "�� ����& ر&�ب]   .و
�د c�%نّ  1,0]

  
III- 1 . ��0
ظ أّ�� �� �وار .0�� �وار ��f&��+  2ا��Eر ا��
دود �ن ا�ر&�:  

( ) ( ) ( )xxxf arctg1−=  
  :�د��� 0,ر أّ�� �� �وار @م &ذّ     

( ) ( )2arctg xoxx +=  
  :و ����    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )01arctg1 2 →+−=− xxoxxxx  
  :و ���    

( ) ( ) ( )022 →++−= xxoxxxf  
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���xyد�� ا����س ��د ا��6ر ھ�  .2 02و ��� أنّ . =− ≥x  "�
�.+ �وق ا����س ��  f�%نّ ��
�وار ا��6ر. 

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث


)�ب ا�&,��(ت ا��  :�ط�و�
• ( )∫ dxxx arctg: 

)إذا �ر:��      ) xxf )و  '= ) xxg arctg= و طّ�.�� د)&ور ا��د ��,���� �Bز�&���:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ℜ∈++−=

+
−+−=

+
−=

−=

∫

∫

∫∫

ccx
x

x
x

dx
x

x
x

x

dx
x

x
x

x

dxxgxfxgxfdxxx

/arctg
2

1

2
arctg

2

.
1

11

2

1
arctg

2

.
12

1
arctg

2

arctg

2

2

22

2

22

'

  

  

• ∫ − 24 x

dx: 

  :�د���    

∫∫







−

=
− 22

2
1

2

1

4 x

dx

x

dx  

    �+: 
2

x
t dxdt��,ون  =

2

  :و ��� ���&�و�ض �� ا�&,��ل ��د. =1

ℜ∈+=

ℜ∈+=
−

=








−

=
− ∫∫∫

cc
x

cct
t

dt

x

dx

x

dx

/
2

arcsin 

/arcsin
1

2
1

2

1

4 222
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  Synthèse: ا�
	��ن ا���
ل
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
2
)�ب  .1U .د����: 

2
1

1
1

12
1 1

2 =+=
−

+= U
U  

21: �د��� �n=1ن أ�ل . +�ا�)&��ن ���&ر .2 2 ≤≤ U �
�
�. 
 �� ا��3��� أ�ل ا�ر&�
21أي  6�nرض � ≤≤ nU  �أي  n+1و��رھن �
&#� �ن أ�ل ا�ر&�

��21رھن  1 ≤≤ +nU.  
  :�د���

n

U
U n

n +=+ 11  

   :أنّ  و ���    
21 ≤≤ nU  

  :�%نّ     

nn

U

n
n 2

11
1

11 +≤+≤+<  

  :و ���� �,ون �د��� 
��&�ن    
 :�%نّ  n≤2إذا ,�ن   .أ 

11
2

111 +≤+≤+<
nn

U n 

21:                                أي       1 ≤≤ +nU         
  

21:  �%نّ  1�
)ب ا��واب  n=1أي  n>2إذا ,�ن   . ب 11 ≤≤ +U  
  :و ����    

21* ≤≤ℵ∈∀ nUn  
  

) :�د��� &�ر��6 .3 ) ( )εε ≤−⇒≥ℵ∈∀ℵ∈∃>∀⇔=
+∞→

1,/,01lim 0
**

0 nn
n

UnnnnU  

  :n≤�2د��� �ن أ�ل . �و�ب &���� ��ε,ن     

1

2

11
1 11

−
≤

−
=

−
=− −−

nn

U

n

U
U nn

n  

≥�ε,6� أن �,ون  ε≤−1nUو ���، 
&" �,ون     
−1

2

n
أي  

ε
2

1+≥n.  

1: و ���&��� إذا أ3ذ��    
2

10 +




 +=
ε

n  ق ا��ط�وب.
&�.  

  
 :��,ن ا)&3دام ا��رھ�ن ���&را�+ ��&4,د �ن أنّ  .4
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( )( ) ( )( )( ) ( ) 12321

1

21

1

1

1
1*

×××−−−
++

−−
+

−
+=ℵ∈∀

L
LL

nnnnnn
Un n  

 
 :�د��� .5

1

11
01

−
<<⇒<−

nn
nn  

( )( ) ( )( )21

11
021

2
2

−−
<<⇒<−−

nnn
nnn  

.  

.  

.  

( )( ) ( )( ) 1221

11
01221

1
1

×××−−
<<⇒<×××−− −

−

L
L

nnn
nnn

n
n  

  :إذن    

( ) ( )( ) ( )( ) 1221

1

21

1

1

1111
0

12 ×××−−
++

−−
+

−
<+++< −

L
LL

nnnnnnnn n
  

  :و ���&���    

1
111

0
12

−<+++< − nn
U

nnn
L  

1limو ��� أنّ      =
+∞→ n

n
U إذن:  

  

0
111

lim
12

=






 +++ −+∞→ nn nnn
L  

 :� ا)&3دام��,ن أ�:(     
22212

1111111
03

nnnnnnn
n

n
+++≤+++<≥∀ − LL(  

6.  �∑ط���
≥1n

nV  ث�

12

111
−+++=

nn
nnn

V L : 


ظ أنّ     �:  

n
Vn n

1>ℵ∈∀ ∗ 

∑ و ��� أنّ     
≥1

1

n n
∑�%نّ ) )�)�� &وا�.��(�&���دة  

≥1n
nV  دة���&��  .و ذ�ك 
)ب �.��س ا��.�ر�

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
1.  ��وار  ��f&��+  1ا��Eر ا��
دود ا���ّ�م �ن ا�ر&� ��∞:+ 

     +:�
x

t
�وار ا��6ر �+  t,�ن ا��& �ر + ∞�� �وار  xإذا ,�ن ا��& �ر . =1 ��t   ب�  �و

  :و ����. &����    

( ) ( ) 2
2

1
2

1
11

t
t

tLog
tt

fxf +−+=






=  
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     ��وار  �91��د ا��Eر ا��
دود ا���ّ�م �ن ا�ر&� ��∞+  +��&��f  دود
  �,6� إ���د ا��Eر ا��

     �)��&��+  �3ن ا�ر&� )tt +1loga  ���21&��+   2و�ن ا�ر&� tt +a  وار�  .0و ذ�ك �� 
   :�د���    

( ) ( ) ( )0
32

1 3
32

→++−=+ tto
tt

ttLog  

  

                               ( ) ( )0
2

11 2
2

2 →++=+ tto
t

t  

  :و ����    

            ( )to
t

tt
f +−−−=









3

2

2

111  

  :�&���و ��    

                       ( ) ( )+∞→






+−−−= x
x

o
x

xxf
1

3

2

2

1  

 

2.  ��)&�&C �ن ا��Eر ا��
دود ا�)��ق أنّ ا��)&.�م ذي ا����د�
2

1−−= xy  "�
��  3fط �.�رب ���

0و ��� أنّ +. ∞�وار 
3

2 <−
x

 ا��.�رب ���.+ &
ت ا�3ط  f�%نّ ��
�"  x→∞+�ن أ�ل  

�وار ∞.+  
  

  :ا�	
ر�ن ا����ث
  

)�ب  .1( )∫ +

1

0
dxkxLog  ث�
*ℵ∈k. 

)�6رض      ) 1' =xf  ،( ) ( )kxLogxg +=  ،( ) xxf )و  = )
kx

xg
+

= 1
'.  

�د �,����إذن و �&ط��ق د)&ور ا�    � ،�Bز�&���:  
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( )[ ]

( )

( )
( ) ( ) LogkkkLogkkLog

kx

dx
kdxkLog

dx
kx

kkx
kLog

dx
kx

x
kxLogx

dxxgxfxgxfdxkxLog

−++−+=
+

+−+=

+
−+−+=

+
−+=

−=+

∫∫

∫

∫

∫∫

111

1

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1
0

'1

0

1
0

1

0

  

  :و ����    
( ) ( ) ( ) *1

0
,111 ℵ∈−−++=+∫ kLogkkkLogkdxkxLog  

  
):    إ)&�&�ج أنّ  .2 ) ( ) nnLognUn n −++=ℵ∈∀ ∗ 11 
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 :�Kر ��دوم �nد��� �ن أ�ل أي �دد ط����     

( )( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]

( )

( )

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( ) nnogLn

LogkkkogLk

LogkkkogLk

dxkxogL

dxkxogL

dxnxLogxLogxogLdxnxxxLogU

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

−++=

−−++=

−−++=

+=

+=

++++++=+××++=

∑∑

∑

∑∫

∫ ∑

∫∫

==

=

=

=

11

111

111

2121

11

1

1

1

0

1

0
1

1

0

1

0
LL

  
    �  :��,ن ا)&3دام ا��رھ�ن ���&را�+ ��&4,د أنّ : �(
ظ

( ) ( ) nnnUn n −++=ℵ∈∀ ∗ 1log1  
  

3.  �∑ط���� ا�)�)�
≥1n

nU .د����: 

( ) ( )[ ]

( ) ( ) +∞=






+
−++=

−++=

+∞→

+∞→+∞→

1
11lim

11limlim

n

n
nLogn

nnLognU

n

n
n

n

  

     �∑و ���&��� ا�)�)�
≥1n

nU 6ر�و ا�
  .�&���دة �نّ 
دّھ� ا���م � �ؤول �
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  Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا��
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
61   :أنّ إ@��ت  .1 <<ℵ∈∀ nUn. 

    +��61د��� �ر:� . �)&3دم ا��رھ�ن ���&را 0 << U.  

61إذا �ر:��      << nU  �
قّ ��� أن �,&ب �nن أ�ل ا�ر&� :1
6

6 −<−<−
nU

  :و ��� 

17
6

767 1 −<−=<− +
n

n U
U 

  :و ����    
61 1 << +nU 

  :إذن    
61 <<ℵ∈∀ nUn 

 
 :�د���. �ℵن  ��n,ن  .2

( )( )
0

61676
7

2

1 >
+−−

=
−+−

=−−=−+
n

nn

n

nn
n

n
nn U

UU

U

UU
U

U
UU  

61و:+ ھذه ا�E9رة ��رر �,ون      << nU.  
     �)إذن ا��&&��� )nU زا�دة&�.  

  
3.  �)ا��&&��� )nU  �.�.

و �دد � �
)�ب . �ℓ&زا�دة و �
دودة �ن ا���" إذن �#� �&.�ر��ℓ  ل
�

� :ا����د�

    
l

l
6

7 −=  

0672                                      :أي     =+− ll  
16                 :و ���     =∨= ll   

ل �ر�وض �نّ  1ا�
ل     { }ℵ∈= nU n /supl  61و, <<ℵ∈∀ nUn.  
  :إذن    

6lim =
+∞→ n

n
U  

  
)��� أنّ  .4 )nU دّھ� ا���" أي

و � � :�&زا�دة و �
دودة �ن ا���" �#� �&.�ر�

{ } 6lim/sup ==ℵ∈
+∞→ n

n
n UnU  

61و ��� أنّ      << nU  ّن%�{ }ℵ∈nU n /max ود�  .�Kر �و
)@م �ن &زا�د      )nU  ّأن C&�&(�:  

{ } { } 2/inf/min 0 ==ℵ∈=ℵ∈ UnUnU nn  
  

5. ∑
≥0n

nU 6ر�و ا�
 .�&���دة �نّ 
دّھ� ا���م � �ؤول �
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  :ا�	
ر�ن ا�����
  
1.  ��وار  ��f&��+  2ا��Eر ا��
دود �ن ا�ر&� ��0. 

  :�د��� 0&ذّ,ر أّ�� �� �وار     

( )442
2

1
1

1
xoxx

x
++−=

+
  

  

( )4
42

242
1cos xo

xx
x ++−=  

  :و ����    

( ) ( ) ( )0
24

23

2

1 44
2

2
→








++−= xxox

x

x
xf  

  :إذن    

( ) ( ) ( )0
24

23

2

1 22 →++−= xxoxxf  

  
)ا)&�&�ج  .2 )xf

x 0
lim

→
 :�د���. 

( ) ( )
2

1

24

23

2

1
limlim 22

00
−=




 ++−=
→→

xoxxf
xx

  

  
� ��د ا��6ر �%ّ�� �.�ل &�د�دا ��9)&�رار ��د  .3�#&�� � :و �د��� ���0 أنّ ا�&��+ �.�ل �#��

( )
( )













=−

≠
=

0;
2

1

0;
~

x

xxf

xf  

  
 :�د���. أ .4

( ) ( ) ( )

( )

( ) 0
24

23
lim 

24

23

lim 

2

1

lim
0

0
~~

lim

0

22

0

00

=




 +=

+
=

+
=

−
−

→

→

→→

xox

x

xox

x

xf

x

fxf

x

x

xx

  

fإذن ا�&��+ ا�&��+     
 .0د�.�ل اE9&.�ق �� ~

  

ظ أّ�� �� �وار ا��6ر �د���. ب  �:  
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( ) ( ) ( )22

24

23

2

1~
xoxxfxf ++−==  

     ��
fو ���� ���د�� ا����س ���
~  �: ھ� ��0د ا��.ط� ذات ا��6��

2

1−=y . ّو ��� أن  

    0
24

23 2 >x  "�
f�%نّ ��
  .�.+ �وق ا����س �� �وار ا��6ر ~

  
 :�د��� .5

( ) 0

4
1

4

1

2

~
;0

2

1
0

~
22

>









+

=






<−=
ππ

π
ff  

fو ھو �� �:�ن، �6:ل ا)&�رار     
~  "��






2
,0
π  ود�  �ن   cو �ظر�� ا�.�م ا��&و)ط�، و

ا����ل     






2
,0
π �
): ث� ) 0

~ =cf.  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث


)�ب 
)ب �7م ا�و)�ط     λ �) ا��#��� ا�&��� ) xx

x
x λ−→ sin
lim

3

0
  :��)&3دام ا��Eر ا��
دود 

  :&ذّ,ر أّ�� �� �وار ا��6ر أّ��    

            ( )3
3

6
sin xo

x
xx +−=  

  :و ����    

( ) ( )3
3

6
1sin xo

x
xxx +−−=− λλ  

  :و ���&���    

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )















≠
+−−

=
+−

=

+−−
=

−

→

→

→→

1

6
1

lim

1

6

lim

6
1

lim
sin

lim

2
2

2

0

3
30

3
3

3

0

3

0

λ
λ

λ

λλ

xo
x

x

xo
x

x

xo
x

x

x

xx

x

x

x

xx

  

  :إذن    

( ) 







≠

=−
=

−→
10

16

sin
lim

3

0

λ

λ

λ xx

x
x
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  :ا�	
ر�ن ا�را��
  

)�ب  .1I+J. د���� :  

82

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

22

0

22

0

2

0

22

2

0

22

0

2

π
π

π

π

ππ

=







==
















+






=








+






=+

∫

∫

∫∫

x
dxx

dx
xx

x

dx
x

xdx
x

xJI

  

  

)�ب  .2I-J .د����: 

∫

∫∫
















−






=








−






=−

2

0

22

2

0

22

0

2

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

π

ππ

dx
xx

x

dx
x

xdx
x

xJI

  


ظ أنّ     �  

x
xx

cos
2

sin
2

cos 22 =






−






  

  :و ���&���    

∫=−
2

0
cos

π
dxxxJI  

�د �,����ر ا�و ��)&3دام د)&و    � �Bز�&���:  
( )

[ ]

[ ] 1
2

cos
2

sinsin

sincos

2
0

2

0

2
0

2

0

'2

0

−=−−=

−=

==−

∫

∫∫

ππ π

ππ

ππ

dxxxx

dxxxdxxxJI

  

 
 :�د��� .Jو  Iج �7م �إ)&�& .3













−=−

=+

1
2

8

2

π

π

JI

JI

  

�د أنّ     � ����
ل ا��:  

2

1

416
;

2

1

416

22

+−=−+= ππππ
JI  
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EMD1 :ا�
	��ن ا�ول  
 

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  

I- 1.   ّر�ف أن�	
:  ��رھن ���	�دام ا
2

3
lim −=

+∞→ n
n

U أي ��رھن:  

εε ≤−⇒≥ℵ∈∀ℵ∈∃>∀
2

3
,/,0 0

**
0 nUnnnn  


��ن     ε ����	 د���. �و�ب
:  

( ) ( )122

1

122

1

2

3

12

31

2

3

−
=

−
−=+

−
−=+

nnn

n
U n  

  :و ���    

( ) 2

1

4

1

122

1

2

3 +≥⇔≤
−

⇔≤+
ε

εε n
n

U n  

1: إذا أ�ذ��    
2

1

4

1
0 +




 +=
ε

n وب�  .�	! ق ا
�ط

 

��ن  .1n  ن�∗ℵ "#�� .د���
: 

( )
( ) 0

14

1

12

31

112

131
21 >

−
=

−
−−

−+
+−=−+ nn

n

n

n
UU nn  


�$ إذن     �		�
)ا )nU زا�دة	�.  
 

)��� أنّ  .2 )nU زا�دة�	ر�$ )'نّ  � 	و �: 
2mininf 1**

−===
ℵ∈ℵ∈

UUU n
n

n
n

  

  

    
2

3
limsup

*

−==
+∞→ℵ∈

n
n

n
n

UU  

}و ��� أنّ      }*,
2

3 ℵ∈∉− nU n ) ّن( )nU  ّ)'ن ����	زا�دة 	�n
n

U
*

max
ℵ∈

 .*�ر �و�ود 

 
 II- 1 . ّ+ ��رھن أن	0!sup <Aـ  0ھن أنّ ، ��#" أن ��ر
 +�  ھو أ0/ر  Asupنّ ( A!�د أ.


ـ       ����
0supو  Aا
!واد ا ≠A �1ر(.  
  :)'نّ  ℜ⊂A−��� أنّ     

0≤∈∀ xAx  

ـ  0و ���      +�  .و ھو ا
�ط�وب A  "(ℜ!�د أ.

  

د��� .1: 

0supinf <≤≤∈∀ AxAAx  
  :و ���    

   
AxA

Ax
inf

11

sup

1 ≤≤∈∀  
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إذن     
A

  .ℜ �!دودة )" 1

 

)!	+ ��رھن أنّ  .2 )AA inf

11
sup =







   ّأن ��رھن أن "#��: 

              ( )AA inf

11
sup ≤







       و( )AA inf

11
sup ≥







  

    "��2

د��� �ن ا���5$ .ن ا
�ؤال ا:  

Ax
Ax

inf

11 ≤∈∀  

و ���     
Ainf


ـ  1 +�!�د أ.
A

1 "( ℜ.  

    ���  :       و .

( )AA inf

11
sup ≤







  

  
  :�� + أن ��رھن أنّ     

( )AA inf

11
sup ≥







  

7�!ظ ��� ��ق أنّ     








A

1
sup  و( )Ainf


" !	+ ��رھن 0!$    1�	
  �ن �#س ا�85رة، و ��

    ( )AA inf

11
sup ≥







   زم و ��#" أن ��رھن��( )A

A

inf
1

sup

1 ≤








أي  

A

1
sup

   Α!�د أد�+ 
ـ  1

    "( ℜ  ) ّنAinf 
  .A!واد ا
د��� 
ـ ھو أ��ر ا

��ن     x  ن�A .د���
:  

A

x
AxAx

Ax
1

sup

1
0

1
sup

111 ≥⇒<≤⇒∈⇒∈  

إذن    

A

1
sup

  . و ھو ا
�ط�وب Α "( ℜ!�د أد�+ 
ـ  1

  

): �رھ�� ��� � أنّ  .3 )AA inf

11
sup =







  أي( )








=

A

A
1

sup

1
inf  ث�!Α  زء *�ر ��ل �ن�*

−ℜ 

0supو �!دود �>      ≠A. 

��� أنّ     
A

*�زء *�ر ��ل �ن  1
−ℜ  <� 0و �!دود

1
sup ≠

A
  ، )'نّ ا
���واة أ.7ه 	� + 0!�!$    

    �
�ـ  �Α إذا ا�	�د
A

  :أي 1
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( )A

A

A sup

1

1
1

sup

11
inf =


















=







  

  .و ھو ا
�ط�وب
  

III-  زء�

د��� �ن ا)I :(0
2

3
sup ≠−=A  2وinf −=A  ��� وΑ  زء *�ر ��ل �ن�*

−ℜ  و  

�0sup!دود �>      ≠A .إذن:  

( ) 2

1

inf

11
sup −==









AA
  

  

( ) 3

2

sup

11
inf −==









AA
  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
1. 	

د���. را�>��	��ن ��   :00 VU   .>021!�!$ (نّ  >

�nn#رض أنّ      VU 11و ��رھن أنّ  �nن أ�ل ر	�$  > ++ < nn VU.  

د�    ��:  

( ) ( )

( ) 0
3

1
      

2
3

1
2

3

1
11

<−=

+−+=− ++

nn

nnnnnn

VU

VUVUVU
  

  .!�ب )رض ا
	را�>    
11:                                       و ���     ++ < nn VU  
  :إذن    

nn VUn <ℵ∈∀  

��ن  .2n  ن�ℵ "#�� .د���
: 

( ) ( ) 0
3

1
2

3

1
1 >−=−+=−+ nnnnnnn UVUVUUU  

  و    

 ( ) ( ) 0
3

1
2

3

1
1 <−=−+=−+ nnnnnnn VUVVUVV  

)و ���      )nU  زا�دة و	�( )nV $0?��	�.  

د��� �ن أ�ل .3 n  ن�∗ℵ: 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( )nnnn

n

nnnn

nnnn

nnnnnn

UV

UVUV

UVUV

VUUVUV

−−

−−−−

−−−−

−−−−

−






==

−






=−






=

−×=−=

−−+=−

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

22
3

1

33

3

22

2

2211

1111

LL

  

  :إذن    

( )
nn

nn UVUVn 






=−






=−ℵ∈∀
3

1

3

1
00

*  

:  �نّ  n=0أ�ل  2مّ ھذه ا
���واة أ��1 0!�!$ �ن    
0

00 3

1
1 







==−UV  

    ���  :و .
n

nn UVn 






=−ℵ∈∀
3

1  

إذن �@�ذ     
3

1=k وب�  .�	! ق ا
�ط


د���    :  

( ) 0
3

1
limlim =







=−
+∞→+∞→

n

n
nn

n
UV  

1(نّ (    
3

1
0 <<.(  

)��� أنّ  .4 )nU زا�	دة و �( )nV  0$ و?��	�( ) 0lim =−
+∞→ nn

n
UV  ّن'(( )nU  و( )nV      ن�	ور��	� 

     $��A�
 .lو .��� )��A �	 �ر�	�ن �!و �#س ا

د��� .5: 

( )
3

22
3

1

002211

1111

=+=+=+=

+++=+ℵ∈∀

−−−−

−−−−
∗

UVUVUV

VUUVUVn

nnnn

nnnnnn  

    ���  :و .
( ) 3limlimlim =+=+

+∞→+∞→+∞→ n
n

n
n

nn
n

UVUV  

32أي      =l  ��� و
2

3=l.  
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  EMD2 :ا�
	��ن ا�����
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
I- 1.  ؛ .2    ��م ؛ C    3 .؛ C  

 .C. 6    ��م؛. C    5 ؛. 4    
  
II-  7?$ 0!�!$ �ن أ�ل�
00arcsin0: (نّ  x=0ا ≤≤.  
10إذا ��ن      << x <��	
C ،ttf!ظ أنّ ا arcsin: a   $�A	��
  �! ق 8روط �ظر�$ ا
	زا�دات ا

�+ ا
���ل     .[ ]x,0 .���  :و .
] [ ( ) ( ) ( )( )0'0/,0 −=−∈∃ xcffxfxc  

  :أي    

21
arcsin

c

x
x

−
=  

xcو ��� أنّ        :'نّ ) 0>>

22 1

1

1

1
1

xc −
<

−
<  

  :إذن    

] [
21

arcsin1,0
x

x
xxx

−
<<∈∀  

  :و ���    

[ [
21

arcsin1,0
x

x
xxx

−
≤≤∈∀  

  
III- 1 .�#ر��	د��� 
:  

) ( ) ( )






 =⇔
→

0lim
0

fxff
x

  0)��	�رة .�د  


د���    :  

( ) ( )
200

sin
limlim

x

xax
xf

xx

+−=
→→

  

و ھ" �ن ا
�8ل     
0

0  

  :�	ط��ق �ظر�$ 
و��	�ل ��د    
( ) ( )

x

xaa

x

xax
xx 2

cos1
lim

sin
lim

020

+−=+−
→→

  


د��� !�
	�ن     ���  :و .
 :)'نّ  a−≠01إذا ��ن  •

( ) ( )
x

xaa

x

xaa

xx 2

cos1
lim

2

cos1
lim

00

+−≠+−
><

→→
  

)و ���                )xf
x 0
lim

→
  .*�ر �و�ودة 
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 :)'نّ  a−=01إذا ��ن  •
  

))    !�ب �ظر�$ 
و��	�ل(  ) ( )
0

2

sin
lim

2

cos1
lim

2

00
=−=+−

→→

axa

x

axa
xx

  

  :و ���    
( ) ( ) 00lim

0
==

→
fxf

x
  

  . a=1إذن     
  


د���. a=�1#رض أنّ  .2: 

( )

( )













=

≠+−

=
0        ;             0       

0;
sin
2

x

x
x

xx

xf 

ن 
87	 �ق .�+ 	����ن ?���� ���$(ّ�� .��رة .ن  ℜ∗ � �ل ا8C	 �ق .�+ Cf!ظ أنّ ا
	��>   .أ 
∗ℜ. 


د���0 ا
 ��$ �ن أ�ل     ،: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
6

1

6

1
lim

6lim
sin

lim
0

0
lim

3

3

0

3

3
3

0300

−=







+−=

+−+−
=+−=

−
−

→

→→→

x

xo

x

xo
x

xx

x

xx

x

fxf

x

xxx  

  :و 
د��� �ℜ �ل ا8C	 �ق  fإذن ا
	��> . � �ل ا8C	 �ق .�د ا
0#ر  fو ھو �� ��1ن أنّ      

( )

( ) ( )













=

≠−+

=

0           ;             
6

1
-       

0;
sin2cos

'
3

x

x
x

xxxx

xf  

  

د���     .ب f   +��+ ��	�ر f'و  )!�ب �� ��ق( �ℜ �ل ا8C	 �ق ..∗ℜ  رة .ن��. ��ّ)$���    

    +�  .ℜ∗	����ن ��	�ر�ن .

د���0ا
 ��$ �ن أ�ل      ،:  

       

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
6

1

6

1
lim

6
2

2
1

lim

sin2cos
lim'lim

3

3

03

3
3

2
2

0

300

−=







+−=









+−−








+−+

=

−+=

→→

→→

x

xo

x

xo
x

xxo
x

xx

x

xxxx
xf

xx

xx

  

     ���  .ℜ=Eذن إ .�ℜ	�رار .�+ '� �ل ا8C	 �ق � f'و .
  
 
  

  :ا�	
ر�ن ا�����
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I- 1.   $�	ر
�	����ن  0)" �وار  2ا
�8ر ا
�!دود �ن ا
f  وg .د���
:  
  

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )0

0
22

111

22

2
2

2
2

2

→+=

→







+−








+−=

+×+=+=

xxox

xxo
x

xxo
x

x

xLogxLogxLogxf

  

  

                ( ) ( )
( ) ( ) 0sin1lim/

sin1

cos 2

02
≠+

+
=

→
x

x

x
xg

x
  

  

               ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )0

1
2

1

sin1

cos
22

2
2

2
→

++

+−
=

+
= x

xox

xo
x

x

x
xg  

  
   �2'�راء ا
 ��$ !�ب ا
 وى ا
�	�0.دة و �> إھ��ل ���> ا
!دود ا
	" رُ	��A أ��ر 	���� �ن     
  :��د    

( ) ( ) ( )0
2

3
1 22 →+−= xxoxxg  

 

1. $��A�
)  :إ�	�	�ج ا )
( )xgx

xf
x 0
lim

→

د���. : 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( ) 0
1

0

1

lim    

lim

2

3
1

limlim

2

2

0

2

22

0
22

22

00

==









+









+

=

+
+=








 +−

+=

→

→→→

x

xo
x

x

xo
xx

xox

xox

xoxx

xox

xgx

xf

x

xxx

  

 
2. +�!��f  �	
(نّ  0)" �وار ��f!�+و ھو � > 	!ت  y=�0 �ل ����� .�د ا
0#ر ���د

02 ≥x 0)" �وار . 
    +�!�� g  �	
  (نّ  0)" �وار g ��!�+و ھو � > )وق  y=�1 �ل ����� .�د ا
0#ر ���د

    0
2

3 2 ≤− x 0)" �وار .  

  

II-  <1�
x

t
1=  )0→⇔+∞→ >tx(  


د���    :  
( ) 21

1
ht tt

tx

xh ++=






×=  
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  :	ذّ�ر أّ�� )" �وار ا
0#ر 
د���    

( )2
2

82

1
11 to

t
tt +−+=+  

    ���  :و .

( ) ( )0
8

3

2

1
11 222 →+−+=++ ttotttt  

  :أي    

( ) ( ) ( )0
8

3

2

1
1ht 22 →+++=× ttottt  

    "
�	
  :و ��
( ) ( )+∞→







+++= x
x

o
xxx

xh
22

1

8

3

2

1
1  

  

)��	�	H �ن ا
�8ر ا
�!دود 
ـ      )
x

xh
x a  $
أنّ ا
��	 �م ذي ا
���د

2

1+= xy  ط � �رب�  

     +�!��
h  0و ��� أنّ +. ∞)" �وار
8

3 >
x

   � > )وق ا
�ط ا
� �رب )" �وار  h)'نّ ��!�+  

    ∞.+  
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  Synthèse: ا�
	��ن ا���
ل
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  
I- 1.  رھ�
  .�ن ��
	را�>��	�دم ا

0101 (نّ  ا���ا
�� 	���� n=0 �ن أ�ل      UUUU −≤− .  

���ض 	�� ا����� �� أ
� ر���      n ن أ�ل� �A	!0 1 و ��رھن+n.  

د��� !�ب )رض ا
	�ر�ن    :  

nnnn UUkUU −≤− +++ 112  
  :2م !�ب )رض ا
	را�>    

          011 UUkUU n
nn −≤−+  

  :و ���    
                             01

1
12 UUkUU n

nn −≤− +
++  

    ���  :و .
011 UUkUUn n

nn −≤−ℵ∈∀ +  
  


��ن  .2p  وq  دد�ن ط�����ن.<�qp ≥ . 
qpواI1 0!$ ا
�	را�!$ �ن أ�ل      =.  
�qpن أ�ل      
د��� <: 

( ) 01
21

0101
2

01
1

1211

11211

    

    

    

UUkkk

UUkUUkUUk

UUUUUU

UUUUUUUUU

qpp

qpp

qqpppp

qqqppppqp

−+++≤

−++−+−≤

−++−+−≤

−+−+−+−≤−

−−

−−

+−−−

++−−−

L

L

L

LL

  


�ن    :  

( )
k

k
kkkkkkk

qp
qqpqqpp

−
−=+++=+++

−
−−−−

1

1
1 121

LL  

  :إذن    

k

UU
kUU

k

k
kUU q

qp
q

qp −
−

≤−
−

−≤−
−

11

1 01
01  

110(نّ      <−< −qpk  01و >− k.  
  


د��� ��� ��ق .3: 

qpqp
k

UU
kUU q

qp >ℵ∈∀
−
−

≤−≤ /,,
1

0 01  


���A$ ��د��
�رور إ
+ ا    :  
q

q
qp

q
p

k
k

UU
UU

+∞→
+∞→
+∞→ −

−
≤−≤ lim

1
lim0 01  

0limو ��� أنّ      =
+∞→

q

q
k  ّ10(ن << k  0ر )'نّ  ?�.دة)ر�1 إذن !�ب!
  :ا
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0lim =−
+∞→
+∞→ qp

q
p

UU  

     $�
�		�
)و ھو �� ���ل ا ) ℵ∈nnU $�8و�.  
 

4. ( )nU � �A�) $ر�� 	و !دودھ� ! � �$و��8 $. 
  
II- 1 . $�
�		�
)���	�دام ا
�رھ�ن ��
	را�> ���ن ا
	@�د �ن �و���$ !دود ا )nU.  

 

د��� �ن أ�ل أي .دد ط���"  .2n ر ��دوم�*: 
 

( )( )

1

1

1

1
1

4

1

222

1

2

1

−

−

−

−
+

−≤

++
−

=
+

−
+

=−

nn

nn

nn

nn
nn

UU

UU

UU

UU
UU

  

�@�ذ     
4

1=k  زء�

�$ (I)و ���	�دام ا�		�
)، ��	�	H أنّ ا )nU  �A	��A� ر�$ و� 	�l   $
����د
  !ل 

    
l

l
+

=
2

0122أي  1 =−+ ll .2م:  

( )21210122 +−=∨−−=⇔=−+ llll  
    21−−=l 10(نّ  �!ل �ر)و≥nU ) 1!�ب.(  
  :إذن    

21lim +−=
+∞→ n

n
U  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
1.  <��	�
�	��> 0)" �وار  �2ن ا
ر	�$  ���5fد ا
�8ر ا
�!دود 
، ��#" �	��$ ا
�8ر ا
�!دود 

( )x
x

x cos
1

1
2

−
+

a  $�	ر
 .0)" �وار  �4ن ا

  :	ذّ�ر أّ�� )" �وار ا
0#ر 
د���    

( )442
2

1
1

1
xoxx

x
++−=

+
  

  

( )4
42

242
1cos xo

xx
x ++−=  

    ���  :و .

( ) ( )0
24

23

2
cos

1

1 44
2

2
→++−=−

+
xxox

x
x

x
  

  :إذن    

( ) ( ) ( ) ( )0
24

23

2

1

24

23

2

1 2244
2

2
→++−=








++−= xxoxxox

x

x
xf  
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)ا�	�	�ج  .2 )xf
x 0
lim

→

د���. : 

( ) ( )
2

1

24

23

2

1
limlim 22

00
−=




 ++−=
→→

xoxxf
xx

  

  

3. f  ر .�د�	نّ  ��0)( ) ( )0
2

1
lim

0
fxf

x
=−=

→
. 

 

د��� .4: 

( ) ( ) ( )

( ) 0
24

23
lim

2

1

24

23

2

1

lim
0

0
lim

0

22

00

=




 +=

+++−
=

−
−

→

→→

xox

x

xox

x

fxf

x

xx

  

 .0?��ل 
87	 �ق .�د   fو ھو �� ��1ن أنّ      
  

� .�د ا
0#ر ���د
	� ����� �ل   f ��!�+  )'نّ  �0 �ل ا8C	 �ق .�د   ���f أنّ   .5
2

1−=y 

0(نّ  ��!�+و � > 	!ت ا
، و ھ) 0)" �وار  f!�ب ا
�8ر ا
�!دود 
ـ (     
24

23 2 ≥x  "(    

 .�0وار     
  


د��� .6: 

( ) 0

4
1

4

1

2
;0

2

1
0

22
>









+

=






<−=
ππ

π
ff  

��	�ر .�+   ���f أنّ      






2
,0
π  و( ) 0

2
0 <







× π
ff و�ط$، �و�د	�
  ، )!�ب �ظر�$ ا
 �م ا

     $
����د
)�ذر  ) 0=xf ���
ل )" ا






2
,0
π.  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

  

)ا
���A$ !��ب      ) xxLog

x
x λ−+→ 1
lim

2

0
  :���	�دام ا
�8ر ا
�!دود λ!�ب ?�م ا
و��ط  

  :	ذّ�ر أّ�� )" �وار ا
0#ر 
د���    

( ) ( )2
2

2
1 xo

x
xxLog +−=+  

    ���  :و .

( ) ( ) ( ) ( )0
2

11 2
2

→+−−=−+ xxo
x

xxxLog λλ  

  :إذن    
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( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )









≠

=−
=
















≠
+−

=
+−

=

+−−
=

−+

→

→

→→

1;0

1;2

    

1;
1

lim

1;

2

1

1
lim

2
1

lim
1

lim

0

2

20

2
2

2

0

2

0

λ

λ

λ
λ

λ

λλ

x

xo
x

x

xo

xo
x

x

x

xxLog

x

x

x

xx

  

  
  :ا�	
ر�ن ا�را��

  
 :I(1)!��ب  .1

( ) 






 −=




−== −−
∫ e

edxexI xx 1
1

2

1

2

1
1

1

0

1

0

22

  

  


��ن  .2n  ن�∗ℵ "#�� ذ�@� ،( ) 1+= nxxg  ،( ) 2' xexxf )و  =− ) 2

2

1 xexf ���	�دام و  =−−


	�زJ$ ��د�� $�����
 :ا

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( )

( )nI
n

e

dxex
nex

dxxgxfxgxfdxxgxfnI

xn
xn

2

1

2

1

2

1

2

2

1

0

1

0

1

1

0

'1
0

1

0

'

2

2

++−=

++










−=

−==+

∫

∫∫

−
−+

  

    ���  :و .

( ) ( )
e

nI
n

nIn
2

1

2

1
2* −+=+ℵ∈∀  
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  Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا��
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  

�	�ن  را�>ُ���ن 	 .1�		�
)���ط �ن �رھ�ن �و���$ !دود ا )nU  و( )nV. 
  
20
د��� . ��	�دم ا
�رھ�ن ��
	را�> �رة أ�رى .2 =U  10و =V . �1$ �!  $ �ن أ�ل 
و ��� ا

0=n. 
  .n+1و ��رھن !ّ0	�A �ن أ�ل ا
ر	�$  �n#رض 0!$ ا
 �1$ �ن أ�ل ر	�$     


د���:  
( )
( ) 0

22

2 2

11 <
+

−−=+−
+

=− ++
nn

nnnn

nn

nn
nn VU

VUVU

VU

VU
UV  

���  :و .
11 ++ < nn UV  

  :إذن
nn UVn <ℵ∈∀  

 

د��� .3: 

0
221 <−=−+=−ℵ∈∀ +

nn
n

nn
nn

UV
U

VU
UUn  

  
( )

0
22

, 1 >
+

−
=−

+
=−ℵ∈∀ +

nn

nnn
n

nn

nn
nn VU

VUV
V

VU

VU
VVn  

nn(نّ   (      UVn <ℵ∈∀  .(  
     $�
�		�
)إذن ا )nU  0$ و?��	�( )nV زا�دة	�.  

 

��ن  .4n  ن�ℵ "#��. ��� د���
 :��ق 
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( ) 22

2

11
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nn
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nn
nn

VU

VU

VU

VU

VU
VU

−×
+
−=

+
−=− ++  

  :و ��� أنّ     
nnnn VUVU +≤−<0  

  :)'نّ     

1≤
+
−

nn

nn

VU

VU  

  :و ���    

22
nnnn

nn

nn VUVU

VU

VU −≤−×
+
−  

  :إذن    

211
nn

nn

VU
VUn

−≤−ℵ∈∀ ++  
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  H	�	�� ��� و:  

( ) ( ) ( )nnnn

n

nnnnnn VUVUVUVUn −−

+

−−++ −
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≤−≤−ℵ∈∀
1

11

2

11 2

1

2

1

2

1  

  :أي    
1

11 2

1
+

++ 






≤−ℵ∈∀
n

nn VUn  

�ذ إذن �@    
2

1=k وب�  .��! ق ا
�ط

��� أنّ     
1

11 2

1
0

+

++ 






≤−≤ℵ∈∀
n

nn VUn  0و
2

1
lim =








+∞→

n

n
))'نّ   ) 0lim =−

+∞→ nn
n

VU   ك
  و ذ

  .ا
!0ر ?�.دة !�ب    
  

)��� أنّ  .5 )nU  0$ و?��	�( )nV  زا�دة و	�( ) 0lim =−
+∞→ nn

n
VU ّن'( ،( )nU  و( )nV  ،ن�	ور��	�

 $��A�
 .lو.��� )��A �	 �ر�	�ن �!و �#س ا
 

د��� .6: 

nn
nn

nnnn
nn VU

VU

VUVU
VUn =

+
×+=×ℵ∈∀ ++

2

211  

  : و ���    
200 ==ℵ∈∀ VUVUn nn  

    ���  :و .
2limlimlim 2 ==×=

+∞→+∞→+∞→
lVUVU n

n
n

n
nn

n
  

  :أي    
22 +=∨−= ll  

2−=l 10(نّ  �!ل �ر)و≥ℵ∈∀ nUn ) 1!�ب.(  
  :إذن    

2limlim ==
+∞→+∞→ n

n
n

n
VU  

 
)��� أنّ  .7 )nU  ّر�$ )'ن� 	0$ و �?��	�: 

2maxsup 0 ===
ℵ∈ℵ∈

UUU n
n

n
n

  

  
   2liminf ==

+∞→ℵ∈ n
n

n
n

UU  

)و ��� أنّ      )nV  ّر�$ )'ن� 	زا�دة و �	�: 
1mininf 0 ===

ℵ∈ℵ∈
VUV n

n
n

n
  

  
  2limsup ==

+∞→ℵ∈
n

n
n

n
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  :ا�	
ر�ن ا�����
  
1.   <��	

87	 �ق(ّ�� .��رة .ن  �داء  ℜ∗?��ل 
87	 �ق .�+   fا $� .و 	ر��ب و ���وع 	وا�> ?��


د���0  ��$ا
  و �ن أ�ل     ،:  
( ) ( )

1
1

sinsin1lim
0

0
lim

00
=







 ×++=
−
−

→→ x
xx

x

fxf
xx

  

C0!ظ أنّ (     
1

sinsinlim
0

=






 ×
→ x

x
x

  (ّ�� .��رة .ن �داء 	����ن أ!دھ�� �!دود و ا�Mر �ؤول    

  ).�!و ا
0#ر    
     <��	
  :و 
د��� ℜ � �ل ا8C	 �ق .�+ fإذن ا

  

( )












=
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 −×++++

=

0;                 1

0;
1

cos
sin1

sincos1
1

sinsin1

'

2

x

x
xx

x

x
xx

x
xx

xf  

  

د���   .2f  +�.��رة .ن ���وع و (ّ��  ℜ∗ ��	�ر .�+ f'، 2م )1 !�ب( ℜ � �ل ا8C	 �ق .

  .�داء و 	ر��ب 	وا�> ��	�رة
  .0.�د  f'�� + درا�$ إ�	�رار�$ 


د���    :  
) *�ر �و�ودة )xf

x
'lim

0→
   

  :(نّ     

                               1
1

sincos1
1

sinsin1lim
0

=














 ×++++
→ x

xx
x

xx
x

  

  و

 *�ر �و�ودة                                                  
x

x
xx

1
cossin

1
lim

0→
   

     ���  .0*�ر ��	�ر .�د  f'و .
  ℜ=E∗إذن     

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

  
I- � 8ر ��وار�x0  $�	ر
 :n!	+ ا

• ( ) ( )xxfnx 2
0 sin1)2,0( +=== 

  :	ذّ�ر أّ�� )" �وار ا
0#ر، 
د���    

( )22

8

1

2

1
11 xoxxx +−+=+  

             ( )2sin xoxx +=  
                                                  ( )222sin xoxx +=  

��� و    .:  
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( ) ( )0
2

1
1sin1 222 →++=+ xxoxx  

• ( ) xLogxexgnx === )2,1( 0 
     <1�1−= xt 1، إذا ��ن→x  ّ0)'ن→t.  
    ���  :و .

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 01
2

1
lim/

   1

0

1
2

1

11

=++=

=+=

→
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tLog
t

e

etgxg

t
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tLogt

  

  :	ذّ�ر أّ�� )" �وار ا
0#ر 
د���    

( ) ( )2
2

2
1 to

t
ttLog +−=+  

   ( )2
2

2
1 to

t
tet +++=  

    ���  :و .
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

8

3

2
1 2242

1
2

1 2
2

→+++==
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ttot
t

ee
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tt
tLog

t

  

  :إذن    

( ) ( ) ( )( ) ( )111
8

3

2

1
1 22 →−+−+−+= xxox

x
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 II-  $��A�
!��ب ا
( )

xxx

xxx
x tgsin2

tg2cos1
lim

0 −−
−+

→
  :���	�دام ا
�8ور ا
�!دودة 

  :�ذّ�ر أّ�� )" �وار ا
0#ر 
د���    

( )3
3

6
sin xo

x
xx +−=  

( )3
2

2
1cos xo

x
x +−=  

                          ( )3
3

3cos

sin
tg xo

x
x

x

x
x ++==  

  
  :و ���    

( ) ( )
( )

( )

( ) 7

6

1
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7

lim

6

1
6
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tgsin2

tg2cos1
lim

3
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=
+−

+−
=
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  EMD1 :ا�
	��ن ا�ول
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
 
I- 1.  ؛ C    2 .3    ؛ ��م .C  

 C      6 .C ؛. C    5 ؛  .4
 

II-  ��ّأن ��رھن أ "#�� :  

εε ≤−
+

⇒≥ℵ∈∀ℵ∈∃>∀ 1
1

,/,0 00 n

n
nnnn  


��ن     ε ����	 د���. �و �ب
:  

1

1
1

1 +
=−

+ nn

n  

  و ���    

1
1

1

1
1

1
−≥⇔≤

+
⇔≤−

+ ε
εε n

nn

n  

�11@�ذ     
1

0 +






 −=
ε

n وب�  .�	! ق ا
�ط

  
III- 1.  ّّ�ن أن�� +	!B  "( +�  :��#" أن أن ��ّ�ن أّ�� �ℜ!دودة �ن ا(.

MxBxM ≤∈∀ℜ∈∃ ,/  
    �

د���. �Bن  �xن :  

{ }( ) ( )axAxaxAxBx =∨≤⇒∈∨∈⇒∈ sup  
)�@�ذ      )aAM ,supmax= وب�  .�	! ق ا
�ط

  

د��� .2:  BA ⊂ .���  :و .

BA supsup ≤ 
 

�Aa#رض أنّ  .3 sup≤د���
 :، .�دJذ 
{ }( ) { }( )

( )
A

aA

aAaAB

sup

,supmax

sup,supmaxsupsup

=
=
=∪=

  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  

00
د���  .1 >U . 20م
1

1
2

1

>=≥∀
−n

n U
Un. 

  :و ���    
                             0>ℵ∈∀ nUn  

0011 : ب�!�. أ .2 ,,, WZZW: 
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2

1
00 == UZ    4  ؛

1
2
0

10 ===
U

UW 

  

16

11
2
1

21 ===
U

UZ    256       ؛
1

2
2

31 ===
U

UW 

  

د���  .ب : 

44
122

2
12

2
22

321

1

11
nn

n

n
nn WU

U

U
UWn ==









===ℵ∈∀ +

+

+
++  

  

   44
22

2
2

2
12

221

1

11
nn

n

n
nn ZU

U

U
UZn ==









===ℵ∈∀

+
++  

  

د���n=�0ن أ�ل . ��	�دم ا
�رھ�ن ��
	را�>  .ج  ،: 

1
2

1
14 00 <=∧>= ZW  

11 و ��رھن أنّ  �nن أ�ل ر	�$  nW<1و  nZ>�1#رض أنّ      <+nZ  11و >+nW.  

د���     :                4

1 nn WW 4  و    +=
1 nn ZZ =+  

10  :           و ��� أنّ      << nZ    1  و>nW  
14:                       )'نّ      <nZ    14  و >nW  
    ���11                :   و . <+nZ    11  و >+nW  
       :إذن    

                          ( )11 >∧<ℵ∈∀ nn WZn  
  


د��� �ن أ�ل أي .دد ط���"   .د n: 
( ) 0134

1 >−=−=−+ nnnnnn WWWWWW  
  

  ( ) 0134
1 <−=−=−+ nnnnnn ZZZZZZ  

10 :   (نّ      << nZ   1و>nW.      
)و ���      )nW  زا�دة	و �( )nZ $0?��	�.  

  
)�#رض أنّ   .ه  )nW  ر�$ �!و� 	�l  و( )nZ ر�$ �!و� 	�'l . ّأن ���: 

( )4
1

4
1 nnnn WWZZn =∧=ℵ∈∀ ++   

  : )'نّ     
                                       44'' llll =∧=   

  
  

   :أي    
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                        ( )01 =∨= ll  و( )01 '' =∨= ll 
  

)��� أنّ   .و  )nZ +ر�$ �!و !دّھ� ا(د�� 	� �A�ّ'( +د�)0$ و �!دودة �ن ا?��	� . $A� ن�   
     $�
�		�
)أ�رى ا )nW  ��� و ،+�  �	زا�دة )�و ���ت �	 �ر�$ 
���ت 		 �رب �!و !دّھ� ا(.
 :)'نّ  �nن أ�ل أي .دد ط���"  nW<1أنّ     

0lim ≠
+∞→ n

n
W      1وlim ≠

+∞→ n
n

W  

     ���)و . )nW دة.��	�.  
  
1lim!�ب �� ��ق   .ز  =

+∞→ n
n

Z  0أوlim =
+∞→ n

n
Z  ّو ��� أن: 

n
n

n
n

ZZ
ℵ∈+∞→

= inflim  10و <<ℵ∈∀ nZn  

0lim)'نّ      =
+∞→ n

n
Z.  


د��� أ��1 ��� ��ق     ( )nW  ��� .دة و��	زا�دة و �	�+∞=
+∞→ n

n
Wlim.  

     $�
�		�
)إذن ا )nU  ّدة (ن.��	�+∞==
+∞→++∞→ n

n
n

n
WU limlim 0limlimو  12 2 ==

+∞→+∞→ n
n

n
n

ZU.  
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  EMD2 :ا�
	��ن ا�����
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
 

 -I د�
��:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )0
6

1

0
6

1
sin

1

2
2

3
3

→+−=

→







+−==

xxo
x

xxo
x

x
x

x
x

xf

  

     <��	
  �8را C � �ل  gأ�� ا
	��> . )" �وار ا
0#ر �2ن ا
ر	�$  ا�8را �!دود� �ل  fو .��� ا
)(نّ  ر	�$ )" �وار ا
0#رأي �ن  ا�!دود     ) +∞=

>
→

xg
x 0

lim.  

  
II- 1 .�#ر��	د��� 
:  

( ) ( )( )εδδε ≤−⇒≤−∈∀>∃>∀⇔ 00,;0,0 xfxfxxDxf f 	0 �رة .�د��x  

��ن     ε ����	 و �ب�.  

د���    :  

( ) ( ) x
x

x
xfxfDx f ≤

++
=−+=−∈∀

11
110,  

111(نّ (     >++ x(  
)إذن !	+ ��ون      ) ( ) ε≤− 0fxf  أن ��ون "#��ε≤x.  
εδو .��� �@�ذ      �#" ا��! �ب =$.  

  

)'نّ  x=�0ن أ�ل  .2
2

0
101 +≤+ $  !�. 

)ا
��رّف �ـ  fا
	��>  x<�0ن أ�ل      ) ttf += 1  +�]��	�ر . ]x,0  +�  و ?��ل 
87	 �ق .
    ] [x,0.  
[�ن ا
���ل  �cو�د �ظر�$ ا
	زا�دات ا
��	�A$ و ��� ���	�دام      [x,0 ق !�:  

( ) ( ) ( )( )0'0 −=− xcffxf  
  :أي    
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x
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=−+
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  :)'نّ  c<0و ��� أنّ     
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1 <
+ c

  

    ���  :و .

2
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x
x <−+  

  :أي    

2
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x
x +<+  

  :و ���    
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2
110

x
xx +≤+≥∀  

  
III- د���
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( ) ( )

( )xLogx

xLogxbxLogaxx
b

x

a

xLog

x

+
++++=++

+ 1
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  :C!ظ أنّ     
( ) 2

0
1 xxLogx

x→
≈+  

  .)" �وار ا
0#ر 2و .��� ��#" ا�	�دام ا
�8ور ا
�!دودة )" ا
��ط و ا
� �م �ن ا
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  :ّ�� )" �وار ا
0#ر 
د����ذّ�ر أ    
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2

2
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x
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1 xo
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    ���  :و .

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
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bxaxLogxbxLogaxx  

  
( ) ( ) ( )01 22 →+=+ xxoxxLogx  
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2

2
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2

0
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1
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+
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+
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د��� !�
	�ن     ���  :و .
 :)'نّ  a≠−1إذا ��ن  •

)*�ر �و�ودة                                  ) 
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b

x

a

xLog

x
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0
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x

a

x

a

xx

+≠+
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1
lim

1
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 :)'نّ  a=−1إذا ��ن  •
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1
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cos
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0
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a
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∧
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cos
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a
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x
x

  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
): ��	�را .�د ا
0#ر ��زم و ��#" أن ��ون f !	+ ��ون .1 ) ( )0lim

0
fxf

x
=

→
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د���    :  
       ( ) ( ) LogbxbLogxf

xx

=+=
>>

→→ 00

limlim  
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( ) a
x

xa

x
xxf

xx
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 +=
<<

→→

sin1
coslimlim 2

00

  

0: (نّ     
1

coslim 2

0
=

→ x
x

x
  ، و )�داء 	����ن أ!دھ�� �ؤول �!و ا
0#ر و ا�Mر �!دود( 

    a
ax

xa
a

x

xa
xx

==
→→

sin
lim

sin
lim

00
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�0�زم و ��#" أن ��ون  ��	�را .�د ا
0#ر fو .��� !	+ ��ون     == Logba0: ، أي=a و  
1=b  
  


د���b=1و  a=�0ن أ�ل  .2 ،:  
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=
0;1

0;0

0;
1

cos2

xxLog
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x
x

x

xf 

��$ ا8	 �قدرا�$   .أ ��?f 0#ر

د��� ..�د ا: 
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0

1
coslim

1
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0

0
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0

2

00
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→→→ x

x
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x
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)       ) !�ب �ظر�$ 
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1

1
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0

0
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−
−

>>
→→ x

xLog

x

fxf
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     ���  ..�د ا
0#رC � �ل ا8C	 �ق  fو .
')(ب�!�  .ب  xf  �0ن أ�ل≠x .د���
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=
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1
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1
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1
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'

x
x

x
xx

x

xf  

 :(نّ � �ل 	�د�دا ���C	�رار .�د ا
0#رf  C'  .ج 
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)*�ر �و�ودة  )
x

xf
xx

1
sinlim'lim

00
<<

→→
=  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

�!�
  : �ط�و�$ب ا
	���7ت ا
• ( ) dxxLogx∫ + cos1cos: 

)إذا )ر��1      ) xxf cos' =،( ) ( )xLogxg cos1+=  و( ) xxf sin= 
�$طّ� �� د�	ور ا����    

	�زJ$ ��د    ��:  
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+
−++=

+
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∫

∫

∫

∫∫
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'
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xx∫ ++ 544
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1

544

1
2222

+






 +
×=

+






 +
×=

++
=

++
x

xxxx
  

    ���  :و .

ℜ∈+






 +=
+







 +
×=

++ ∫∫ γλ /
2

1
arctg

4

1

1
2

1

1

4

1

544

1
22

xdx

x

dx
xx

  

  

• dx
x

e
x

∫ −










2

2
arcsin

4
: 

    �<1 






=
2

arcsin
x

t  ون��(dx
x

dt
24

1

−
= "	M�8ل ا
  :و �@�ذ ا
	���ل ا

ℜ∈+=

+==
−



















∫∫

λλ

λ

/

4

2
arcsin

2

2
arcsin

x

tt

x

e

edtedx
x

e
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  Synthèse: ا�
	��ن ا���
ل
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
  

�	��> - ∞)" �وار 1ا
�8ر ا
�!دود ا
��ّ�م �ن ا
ر	�$  .1
 xe
x

x
xf

12

1
:

+
a: 

    <1� :
x

t
  :.�دJذ =1

( )

( )
( )0

1
2

1
1

1

1
1

1

1
1

2
2

2

→



















+

+++
=










+
=

+
=







=

t
t

to
t

t

t

t

e

t
e

t

t
t

fxf
t

t

  

)��� أنّ      ) 011lim
0

≠=+
→

t
t

  :، )�'�راء ا
 ��$ !�ب ا
 وى ا
�	�0.دة ��د

( )
( ) ( )0

2
1

1
2

1
2

2
2

2

→++=
+

+++
tto

t

t

to
t

t
  

    ���  :و .

( ) ( ) ( )0
2

1

2
1

11 2
2

→++=







++=








tto

t

t
to

t

tt
f  

  :إذن    

( ) ( )−∞→






++= x
x

o
x

xxf
1

2

1  

     $
��xy	�	H أنّ ا
��	 �م ذي ا
���د =  +�!��
  .−∞)" �وار  �fط � �رب 

0و ��� أنّ     
2

1 <
x

  .−∞� > 	!ت ا
�ط ا
� �رب )" �وار  f، )'نّ ��!�+ −∞)" �وار  

  

  :ر�ن ا�����ا�	

  

1.  $
xxf!ل ا
���د =)( "(] !�ث  0,+∞]






 +=
2

1

3

2
)(

x
xxf: 


د���    :  

( ) 33
2

22
1

3

2 =⇔=⇔=






 +⇔= xxx
x

xxxf  

  
2.  <1�3 2=l .� ّرھن أن�  f   +�[�	زا�د 	���� . ]2,l: 


د���    :  
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0
2

3

2
)('

3

3

>






 −=
x

x
xf  

3(نّ      2>x .  ���[�	زا�د 	���� .�+   fو . ]2,23. 
  
  :را�>��
	��	�دم ا
�رھ�ن  .3

20
د���        ≤< Ul $  !�.  
  .n+1و ��رھن !0	�A �ن أ�ل ا
ر	�$  �n#رض 0!$ ا
���0$ �ن أ�ل ا
ر	�$     
2
د���     ≤< nUl   ّو ��� أنf   +�[�	زا�د 	���� . ]2,l ّن'( ،:  

( ) ( ) ( )2fUflf n ≤<  

)2مّ      ) llf )و  = ) 2
2

3
2 <=f ��� و:  

( ) 2≤< nUfl  
  :أي    

21 ≤< +nUl  
  :إذن    

2≤<ℵ∈∀ nUln  
 

��ن  .4n  ن�ℵ "#�� .د���
: 

0
3

21

3

2
2

3

21 <
−

=−







+=−+

n

n
n

n
nnn U

U
U

U
UUU  

3(نّ      2>nU . ���)و . )nU $0?��	�.  
)��� أنّ      )nU  ?0$ و��	ر�$�� 	� �A�'( +د�)دودة �ن ا!�. 

  
)���A$ ب �!� .5 )nU. 

)��� أنّ      )nU  "( $ر�� 	�ℜ  �A	��A� ّن'('l  $
����د
ھ" !ل 







+=

2'

1
'

3

2
'

l
ll.  

223 (نّ  C0'≠l!ظ أنّ (     ≤<ℵ∈∀ nUn(  

د���    :  

33
2

2'2'
'

1
'

3

2
' =⇔=⇔








+= ll

l
ll  

���و .    :  
3 2lim =

+∞→ n
n

U  

)��� أنّ      )nU  ?0$ و��	دودة �ن ا(د�+ )'نّ �!�:  
2maxsup 0 ===

ℵ∈ℵ∈
UUU n

n
n

n
  

      3 2liminf ==
+∞→ℵ∈ n

n
n

n
UU  

}و ��� أنّ      }ℵ∈∉ nU n n)'نّ  23,
INn

U
∈

min ر �و�ود�*.  
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  :ا�	
ر�ن ا����ث
  

��ن  .1x � ل���
]ن ا [∞+,1 . <��	
)ا )tft a  ن�
���
]��	�ر .�+ ا ]1, +xx  و[ ]xx و  −1,

 +�[?��ل 
87	 �ق . [1, +xx  و] [xx ,1−. 
[�ن  c إذن ���	�دام �ظر�$ ا
	زا�دات ا
��	�A$ )'�� �و�د     [1, +xx  و �و�دc  ن�] [xx ,1−   
  :�!�ث    

( ) ( ) ( )cfxfxf '1 =−+  
  

( ) ( ) ( )''1 cfxfxf =−−  
xcو ��� أنّ      xcو  < <≤ *ا$(ة ��'�' & %  f'و  0'�] ))'نّ  0,+∞] ) ( )xfcf ''   و  <
    ( ) ( )xfcf ''' <"
�	
  :، و ��

( ) ( ) ( )xfxfxf '1 )و      −−> ) ( ) ( )xfxfxf '1 >−+  
  :أي    

  )()1()()1()(1 ' xfxfxfxfxfx −+<<−−≥∀  
 
lim)(�0#رض  .2 =

+∞→
xf

x
. 


د���  . أ: 
)()1()()1()( ' xfxfxfxfxf −+<<−−  


�رور إ
+ ا
���A$ ��د    ��:  
[ ] [ ])()1(lim)(lim)1()(lim ' xfxfxfxfxf

xxx
−+<<−−

+∞→+∞→+∞→
  

  :و ��� أنّ     
0)1(lim)1(lim)(lim =+=−=

+∞→+∞→+∞→
xfxfxf

xxx
  

  :)'نّ     
0)(lim0 ' ≤≤

+∞→
xf

x
  

lim)(0أي      ' =
+∞→

xf
x

  .ا
!0ر ?�.دةو ذ
ك !�ب  

[�	زا�دة  	���� .�+  f'��� أنّ    . ب lim)(0و  0,+∞] ' =
+∞→

xf
x

 :)'نّ  

] [ ( ) 0',0 ≤+∞∈∀ xfx  
  

∞+      0  x  
-  ( )xf '  

( )0f  
  
  

0  

  
  
( )xf  

  
]�	��?ص .�+   fو ���       [∞+,0.  
lim)(0و ��� أنّ      =

+∞→
xf

x
  :)'نّ  

[ [ ( ) 0,0 ≥+∞∈∀ xfx  
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  :ا�	
ر�ن ا�را��
  
 .1Iو 0Iب �!� .1

ℜ∈+== ∫ λλ /0 xdxI  

  

( ) ℜ∈+=
+








=

+
= ∫∫ λλ /

2
arctg

2

1

1
2

1

4

1

4

1
221

x
dx

x
dx

x
I  

  

��ن  .2*ℵ∈n "#�� .د���
: 

( ) ( )∫∫
−+×=

+
= dxxdx

x
I

n

nn 41
4

1 2

2
  

)إذا )ر��1      ) 1' =xf ،( ) ( ) n
xxg

−+= )و  42 ) xxf �$ا
طّ� �� د�	ور  =���� $Jز�	
  :��د ��
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) 12

1222

12

2

2

12

2

2

'

82
4

4

1
8

4

1
2

4

4

44
2

4

4
2

4

+

+

+

+

−+
+

=

+
−

+
+

+
=

+

−++
+

=

+
+

+
=

−=

∫∫

∫

∫

∫

nnn

nnn

nn

nn

n

InIn
x

x

dx
x

ndx
x

n
x

x

dx
x

x
n

x

x

dx
x

x
n

x

x

dxxgxfxgxfI

  

  :و ���    

( ) ( ) 12
8

4
21 +−

+
=− nnn In

x

x
In  

  :أي

( ) 










−

+−
= +12

8
421

1
nnn In

x

x

n
I  

  
 :��د �1ـ  �n	�و�ض  .3






 −
+

−= 221 8
4

I
x

x
I  

  :و ���
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ℜ∈+






+
+=








+
+=

λλ /
42

arctg
2

1

8

1

48

1

2

212

x

xx

x

x
II
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  Rattrapage :ا�
	��ن ا��	درا��
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
 
I- 1.  <��	
�+ ���و.$ 	�ر�#� f ا�	�رار�$ ا..  

ا
	��> . ℜھ"  Cf!ظ أنّ ���و.$ 	�ر�ف     
x

xx
1

cosa  +�[��	�ر .   (ّ�� .��رة .ن  −∞,0]

)2مّ ا
	��> . �داء و 	ر��ب 	وا�> ��	�رة     )xx shsina  +�[��	�ر .   (ّ�� .��رة .ن  0,∞+]
�+��	�ر   fو ���  . 	ر��ب 	����ن ��	�ر�ن    . ∗ℜ.  
  :، �($+'0ا
 ��$  �ن أ�ل    

( ) 0
1

coslimlim
00

=






=
<<

→→ x
xxf

xx

  


(اء �'���5 أ4(ھ�' ��(ود و ا01� $/ول ��� ا�-��     '+$)� 7ّ��.  
    89:  

                        ( ) ( ) ( ) 00shsinshsinlimlim
00

===
>>

→→
xxf

xx

  

  :و & �7    
( ) ( ) ( )0limlim

00

fxfxf
xx

==
<>

→→
  

�� & % fو �+7     :� ℜ.  
  

2. <��	
��$ ا8	 �ق ا��? f �! ر�#� 2م�	و.$ ��� +�
	��> ا
�8	ق )" !�
$ و�ودهب ا�..  
�+8	 �ق 
7?��ل   fواI1 أنّ      . ℜ*  ��ّ)ق� 	87
 $�  ..��رة .ن �داء و 	ر��ب 	وا�> ?��
  :، �($+'0ا
 ��$ �ن أ�ل 2م     

  


�دة(             �� ��;  ( ( ) ( )







=−
<<

→→ xx

fxf

xx

1
coslim

0
lim

00

  

      ���  ..�د ا
0#ر 8	 �قاC �ل f  � Cو .
�+ 8	 �ق اC ) ط  �ل�  fإذن      .ℜ* '+$)� و:  

  

( )
( ) ( )













>

<






+








=
0;shcosch

0;
1

sin
11

cos

'

xxx

x
xxx

xf  

  
  .واI1 أنّ ا
�	را�!$ �!  $ ،x=�0ن أ�ل  .3

)، ا�'x <5<0و �ن أ�ل      )tt shsina  +�]��	�ر . ]x,0 87
[	 �ق .�+ و ?��ل  [x,0  وA( ،  
�+ ا
���ل  ا
	زا�دات ا
��	�A$إذن �! ق 8روط �ظر�$     .[ ]x,0 و ��� �و�د ،c  ل���
  �ن ا
    ] [x,0 ق !�:  

( )( ) ( ) ( )( ) xccx shcoschshsin =  
  

  :و���    
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( )( ) ( ) ( )( ) xccx shcoschshsin =  
  :و ��� أنّ     

( )( ) 1shcos ≤c  
)و                                            ) ( )xc chch1 <<  
xc(نّ      <<0  <��	
*ا$( ��'�' & %   chو ا�]   :، )'نّ 0,∞+]

       ( ) ( )( ) ( )xchcc ≤shcosch  
  :و ���    

  ( )( ) ( )xxx chshsin <  
  :إذن    

( ) chxxshxx ≤≥∀ sin0  
  

II-  ظ أّ�� )" �وار!C∞−د���
 ،:  

( )
x

xxf
1

cos=  

     <1�
x

t
  :.�دJذ =1

( ) ( ) ( )

( ) ( )0
2

1

0
2

1
1

cos
11 2

2

→+−=

→







+−==







=

tto
t

t

tto
t

t
t

tt
fxf

  

    ���  :و .

( ) ( )−∞→






+−= x
x

o
x

xxf
1

2

1  

���xyد
	�  �ط � �رب�و�د  −∞	H أّ�� )" �وار ��	�     =.  

0و ��� أنّ     
2

1 >−
x

  .−∞� > )وق ا
�ط ا
� �رب )" �وار   f)'نّ ��!�+  −∞)" �وار  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  

( ) ℜ∈
+

+−= αα
,

1

2
cos)(

2
2

x

xx
xLogxf  

)��� أنّ  .1 ) 011lim
0

≠=+
→

x
x

 :)���	�دام ا
 ��$ !�ب ا
 وى ا
�	�0.دة ��د 

( ) ( ) ( ) ( )0222
1

2 332
2

→+−+−+=
+

+
xxoxxx

x

xx ααα 

     <��	
)�� + �8ر ا )xLog 2cos.  
  :	ذّ�ر أّ�� )" �وار ا
0#ر 
د���    

             ( )3
2

2
1cos xo

x
x +−=  
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( ) ( )3
32

32
1 xo

xx
xxLog ++−=+  

    ���  :و .
( ) ( )( ) ( )01cos 322 →+−= xxoxLogxLog  

      
)و ��� أنّ   )( ) 0lim 32

0
=+−

→
xox

x
)و   )xLogx +1a  ر .�د�	8ور  ��0�
)���	�دام 	ر��ب ا

  :ا
�!دودة ��د
( ) ( ) ( )0cos 322 →+−= xxoxxLog  

  :إذن
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0212 332 →+−+−+−= xxoxxxxf αα  

  
2.  +�!��
0�#�$  ��f	�	H أنّ ���د
$ ا
���س 
xyھ"  0.�د ا
� ط$ ذات ا 2−=. 

$�
�	

و��1$ ھذا ا(��ر 
د��� ا
!�Cت ا $���
��:  
•  $
�! "(01 >−α  أيα>1  +�!�� ّن'(f 0#ر
 .� > )وق ا
���س )" �وار ا
•  $
�! "(01 <−α  أيα<1  +�!�� ّن'(f 0#ر
 .� > 	!ت ا
���س )" �وار ا
•  $
�! "(α=1 د���
: 

( ) ( ) ( ) ( )02 33 →+−=−− xxoxxxf  
 .x≥0و )و?� �ن أ�ل  x≤�0 > 	!ت ا
���س �ن أ�ل  fو .��� )'نّ ��!�+ 

  

د��� .3: 

( ) ( )
( )

( )
( ) 2

2

1

1
lim

2

lim
)ch(1

cos
lim

2

2

2

2

0

2
2

22

0

2

0

=
+−

+−
=

+−

+−=
−

→

→→

x

xo
x

xo

xo
x

xox

x

xLog

x

xx

  

  
  :ا�	
ر�ن ا����ث

 
• ( ) dxxx arctg2

∫ 

)�@�ذ      ) 2' xxf = ،( ) ( )xarctgxg )و  = )
3

3x
xf = 

	�زJ$، ��د �����$، و ���	�دام ا��:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
∫

∫

∫∫

+
−+−=

+
−=

−=

dx
x

xx
x

x

dx
x

x
x

x

dxxgxfxgxfdxxx

2

23

2

33

'2

1

11

3

1
arctg

3

13

1
arctg

3

arctg
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( ) ℜ∈+++−=

+
+−= ∫∫

λλ /1
6

1

6

1
arctg

3

13

1

3

1
arctg

3

22
3

2

3

xLogxx
x

dx
x

x
dxxx

x

  

  

• dx
xx∫ +− 52

1
2

 


د���    :  

( )











+







 −=+−=+− 1
2

1
44152

2
22 x

xxx  

    ���  :و .

ℜ∈+






 −=

−=
+

=

+






 −
=

+−

∫

∫∫

λλ /
2

1

2

1
  

2

1
/

1

1

2

1

1
2

1

1

4

1

52

1

2

22

x
arctg

x
tdt

t

dx
x

dx
xx
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  EMD1 :ا�
	��ن ا�ول
  

  :ا�	
ر�ن ا�ول
 

 أن �	رھن أّ�� .1�� :  

εε ≤−⇒≥ℵ∈∀ℵ∈∃>∀ ∗ 1,/,0 00 nUnnnn  
�ن     �ε ����� و �ب� .��  :�د

nnn
U n

11
1

1
11 =−=−−=−  

  :و ���    

ε
εε 11

1 ≥⇔≤⇔≤− n
n

U n  

1	��ذ     
1

0 +




=
ε

n ق ا��ط���� .وب

  
ر � دوم  .2! 
  :�nد�� �ن أ�ل أي "دد ط	

( ) 0
1

1
1 >

+
=−+ nn

UU nn  

)و ���      )nU دة  .��زا
)	�� أنّ ا������' . أ .3 )nU  ��دودة، و "�� 
��ر	' *(��A  
�دودة *�ℜ. 

)	�� أنّ   .ب  )nU � :��زادة و ��دودة �ن ا,"�+ *-ّ�(� ����ر	' ��و �دّھ� ا,"�+، و "�

0
1

1
1

1lim

1 =−===

==
+∞→

UInfAMinA

USupA n
n

  

1,ن ا�� �د�' (  A∉1و 	�� أنّ     
1

1 =−
n

  
�ل �(� * .ℵ ( ّن-* ، :MaxA ر �و�ود!.  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

  
ن أنّ  .1ّ	� +��Aλ  
�دودة �ن ا,"�+ *�ℜ ��ّن أ
 أن �	ّ��:  

MxAxM ≤∈∀ℜ∈∃ λ/  
�ن     �x  ن�Aλ .��  :�د

( ) ( )AaaxAx ∈=⇔∈ /λλ  
�دودة �ن ا,"�+ *
  �A أنّ و 	�    �ℜ  ّر/� *-ن*:  

SupAa ≤  
    �  :و "�

SupAa λλ ≤  
  )λ<0,نّ (     
  :  إذن    

SupAxAx λλ ≤∈∀  
SupAM	��ذ      λ= ق ا��ط���  .�وب
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��+ �	رھن أنّ  .2( ) SupAASup λλ 
 أن �	رھن أنّ   =��: 
SupAbSupAAb λελλε ≤<−∈∃>∀ :,0  

�ن     �ε ����� د ا,"�+ �ـ . �و �ب�
  A	-��3دام ا���2' ا���زة ��*ℜ  ن أ�ل�
λ
ε ) ّن,  

    
λ
ε<0( و�د ��ّ-* ،a  ن�A ق��:  

SupAaSupA ≤<−
λ
ε  

    �  :و "�
SupAaSupA λλελ ≤<−  

ab	��ذ      λ= ق ا��ط�وب���.  
  

  :ا�	
ر�ن ا����ث
  
21:  ، �د��n=�0ن أ�ل . ���3دم ا�	رھ�ن 	���را�4 .1 0 ≤≤ U  ّن, '��210 =U.  

�21�رض أنّ      ≤≤ nU  '	ن أ�ل ر��n  ّرھن أن	21و � 1 ≤≤ +nU.  
    ��  : �د

21

21
3

2
1

66

1
11

6

4

66

1

4121

1

2

2

2

≤≤⇒

≤+≤+≤+≤⇒

≤≤⇒

≤≤⇒≤≤

+n

n

n

nn

U

U

U

UU

  

       :إذن    
                          21 ≤≤ℵ∈∀ nUn  
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 :ا�	
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l

l
l

67 −= 

 .l≠0، أي l≤1,نّ     
    �  :و "�

0672 =+− ll  
  :6م    

( )610672 =∨=⇔=+− llll  

)�� أنّ 	     )nU دة
 إذن ����ر	' ��و �دھ� ا,"�+، و"�� ��زا)*:  

lUn n ≤ℵ∈∀  

6lim: و ���     =
+∞→ n

n
U.   

)	�� أنّ      )nU دة  :*-نّ  ��زا

20 ===
ℵ∈ℵ∈

UUInfUMin n
n

n
n

  

)و 	�� أنّ      )nU دة��زا  :و ��دودة �ن ا,"�+ *(
 إذن ����ر	' ��و �دھ� ا,"�+، أي 

6lim ==
+∞→ℵ∈

n
n

n
n

UUSup  

    n
n

UMax
ℵ∈

ر �و�ود ,نّ  !6<ℵ∈∀ nUn.  

  
  :ا�	
ر�ن ا�����

 
    ��  :�د

   ) ( ) ( )
0lim

11
lim

1
lim1

000

2

==−+=−
→→→ x

xo

x

xo

x

e
xx

x

x
  

  

) ( )
( )

( )

( )
( )( )

( )
( )
( )

( ) 2

1

1

2

1

lim

2lim

2lim

1

1
lim

1

11
lim2

2

2

2

2

0

22

2
2

0

2
2

0

00

−=
+

+−
=

+

+−
=

+

−+−
=

+
−+=









+
−

→

→

→

→→

x

xo
x

xo

xox

xo
x

xoxx

xxo
x

x

xLogx

xxLog

xLogx

x

x

x

xx

  

  
  



 
212 

  :ا�	
ر�ن ا����ث
  
' ا@�9��ق "�+ درا .1�	3' :�ℜ:  
  

�	ل ا@�9��ق "�+  fا���	4  وا/8 أن    ∗ℜ.  
�' �ن أ�ل    ���0 ا�� �! �"��� ،:  

) ( ) ( )







 ℜ∈=−⇔
→

l
x

fxf
f

x

0
lim

0

�	ل ا@�9��ق "�د  (0  

    ��  :�د

      
( ) ( )

0limlim
0

lim
1

0

1

00

===−
<<<

→→→

x

x

x

xx

e
x

ex

x

fxf
 

( ) ( )

( ) ( )[ ]

( ) ( )

000

lim1lim

1lim

1

lim
0

lim

00

0

2

00

=−=

−+=

−+=








 +

=−

>>

>

>>

→→

→

→→

xLogxxLogx

xLogxLogx

x
x

x
Logx

x

fxf

xx

x

xx

  

  :إذن    
( ) ( ) ( ) ( ) ℜ∈=−=−

<>
→→

0
0

lim
0

lim
00

x

fxf

x

fxf

xx

  

� و     �" f   +�" ق���	ل ا@�9ℜ.  
�9��ق "�د   f	�� أنّ  و     I� ل	�:ℜ   ّن-*f   ��3ر� +�"ℜ  

 

 �وار �1ن ا�ر�	'  f ا��9ر ا���دود ا�� ّ�م ����	4إ��د  .2* ∞−. 

                                     ��)�د ) xexxf
1

=  

/4 و"�� 	و    
t

x
1=  4�0

<
→t  ّن-*:  

( ) ( )

( )

( )−∞→






+++=








 →+++=








 →







+++==







=

<

<

x
x

o
x

x

tto
t

t

tto
t

t
t

e
tt

fxf t

1

2

1
1

0
2

1
1

0
2

1
111 2

2

  

1: ���� � 	��رب 	��د��� −∞�C���3 أ�� *
 �وار  و ���    += xy ، ّأن ��	0و 
2

1 <
x

    
*  

4 ��ت  f*-نّ ����+ −∞�وار     �
 �وار ا�� ا����رب *∞−.  
  :�ن �(' أ�رى �د��و     



 
213 

( ) ( )+∞→







+= x

x
Logxxf

1
12  

/4 و"�� 	و    
t

x
1=  4�0

>
→t  ّن-*:  

( ) ( ) ( )

( )

( )+∞→






++−=








 →++−=








 →







++−=+=







=

>

>

x
x

o
x

x

tto
t

t

tto
tt

t
t

tLog
tt

fxf

1

3

1

2

1

0
32

11

0
32

1
1

11 3
32

22

  

 	��رب 	��د��� +∞�C���3 أ�� *
 �وار  و ���    � ���� :
2

1−= xy ، ّأن ��	0و 
3

1 >
x

  
*  

�4 *وق  f*-نّ ����+  +∞�وار     
 �وار ا�� ا����رب *∞+.  
  
3. �� :�د

( ) dx
x

x
Logxdxxf

xx ee








 += ∫∫
−−

11
2

1

  

)ذ 	��     ) 2' xxh = ،( )
3

3x
xh = ،( ) 







 +=
x

x
Logxg

)و  1 )
xx

xg
+

−=
2

'   ، و 	���3دام  1

  :	����زF'، ��د �����'ا�    

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )1
3

1

23

1
1

36

1
2

3

2

1
3

1

23

11

3

1

1

3

1
1

3

11

3

1

11

3

11

3

13

11

3

1

3

11

3

1

23

1
213

1113

1 213

1 213

2

1
3

13

'
1

1
1

2

+−













−−+−−=









++








−+















 +=

+
+−+















 +=

+
+−+















 +=

+
+















 +=

+
+















 +=

−=






 +

−−
−−

−−

−−−

−−

−−

−−

−

−

−

∫∫

∫

∫

∫

∫∫

nn
n

n
n

ee

eee

ee

ee

ee

e

e

e

eLoge
e

eLog
e

Log

xLogx
x

x

x
Log

x

dx
x

dxx
x

x
Log

x

dx
x

x

x

x
Log

x

dx
x

x

x

x
Log

x

dx
xx

x
x

x
Log

x

dxxgxhxgxhdx
x

x
Logx

nn

nnn

nn

nn

nn

n

n

n

  

  
  

 :�د��. أ .4



 
214 

( ) ( ) ( ) ( )1
3

1

23

1
1

36

1
2

3

2
)(

231

+−













−−+−−== −−

−−

∫
−

nn
n

n
n

e

n eLoge
e

eLog
e

LogdxxfU
n

  

  :و ���    

( ) ( ) ( ) ( )

6

1
2

3

2

1
3

1

23

1
1

36

1
2

3

2
limlim

23

−=














+−














−−+−−= −−

−−

+∞→+∞→

Log

eLoge
e

eLog
e

LogU nn
n

n
n

n
n

n
  

  :	�� أنّ . ب  

6

1
2

3

2
lim −=

+∞→
LogU n

n
  

)*-نّ      )nU '	ر����.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  




