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أرخميدس) (مبدأ نظرʈة

(1) ∀x , y ∈R, x > 0 ⇒∃n ∈N∗, nx > y.

.A = {nx , n ∈N∗, x > 0} بحيث: A اݝݨموعة لنعت؄ف
ال؄فɸان

ܵݰيحية التالية القضية أن أي ܵݰيح الشرط ɸذا نفي اذن ܵݰيح، غ؈ف (1) الشرط أن ولنفرض باݍݵلف. ال؄فɸان ɲستعمل

∀x , y ∈R, x > 0∧∀n ∈N∗, nx ≤ y.

لدينا أنھ أي
∀nx ∈ A, nx ≤ y

خالية غ؈ف A اݝݨموعة لأن ʄالأعڴ اݍݰد مسلمة حسب موجود sup ʄالأعڴ اݍݰد إذن R ʏࡩ A للمجموعة عليا حواد تمثل y الأعداد إذن
.supA = y0 ولنضع .ʄالأعڴ من ومحدودة

أن ʇعۚܣ ɸذا A للمجموعة ʄأعڴ حدا لʋس y0 −x ومنھ y0 −x < y0 أي x > 0 لدينا

∃mx ∈ A, mx > y0 −x

أي
∃(m +1)x ∈ A, (m +1)x > y0

ال؄فɸان. ينࢼܣ وɸذا ܵݰيح (1) الشرط ومنھ sup A = y0 لأن تناقض وɸذا
(ʄالأعڴ لݏݰد المم؈قة (اݍݵاصية نظرʈة

لدينا: عندئذ supA = a منRوليكن ʄالأعڴ من ومحدود خال غ؈ف جزءا A ليكن

sup
A

= a ⇔
{

∀x ∈ A , x ≤ a

∀ϵ> 0 , ∃xϵ ∈ A, xϵ > a −ϵ.

لدينا عندئذ M = a −ϵ ولنضع ϵ> 0 ليكن
ال؄فɸان

M < a

العليا. اݍݰواد أصغر ɸو الذي a من أقل لأنھ العليا اݍݰواد من لʋس M ومنھ
يحقق A من x عنصر يوجد أنھ ʇعۚܣ ɸذا اذن

M < x

أي
a −ϵ< x

اثباتھ. نرʈد ما وɸو

: ʏيڴ كما الأدɲى لݏݰد المم؈قة اݍݵاصية اثبات الطرʈقة بنفس يمكننا
الأدɲى) لݏݰد المم؈قة (اݍݵاصية ال؄فɸان

لدينا عندئذ M = a +ϵ ولنضع ϵ> 0 ليكن
M > a

الدنيا. اݍݰواد أك؄ف ɸو الذي a من أك؄ف لأنھ الدنيا اݍݰواد من لʋس M ومنھ
يحقق A من x عنصر يوجد أنھ ʇعۚܣ ɸذا اذن

M > x
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أي
a +ϵ> x

المطلوب. وɸو
حقيقي) لعدد الܶݰيح (اݍݨزء م؄فɸنة

يحقق: E (x) بـ لھ وʈرمز x اݍݰقيقي للعدد الܶݰيح اݍݨزء ʇس׿ܢ وحيد ܵݰيح عدد يوجد x حقيقي عدد ɠل أجل من
E (x) ≤ x < E (x)+1

اݍݰالات. بفصل ال؄فɸان ɲستعمل
ال؄فɸان

التالية اݝݨموعة ولنعت؄ف موجبا، حقيقيا عددا y ليكن : أولا
A = {n ∈Z, n ≤ y}

لدينا يɴتج أرخميدس مبدأ ʏࡩ x = 1 باخذ أنھ 1−كما ∈ A لان خالية لʋست A اݝݨموعة
∃N ∈N∗, N > y ≥ n

.ʄالأعڴ من محدودة A اݝݨموعة اذن
αأي ∈ A أعظميا عنصرا تقبل فࢼܣ اذن ʄالأعڴ من ومحدودة خالية منZلʋست جزئية مجموعة A اذن

α≤ y

α+1اذن ∉ A أخرى جɺة ومن
y <α+1

.y للعدد الܶݰيح اݍݨزء ɸαو

اݝݨموعة لنعت؄ف الطرʈقة بنفس سالبا، حقيقيا عددا y ليكن : ثانيا
B = {n ∈Z, n > y}

الأسفل. من محدودة B اݝݨموعة ان لدينا يɴتج أرخميدس مبدأ باستعمال أنھ كما 2 ∈ B لان خالية لʋست B اݝݨموعة
βأي ∈ B أصغرʈا عنصرا تقبل فࢼܣ اذن الأدɲى من ومحدودة خالية منZلʋست جزئية مجموعة B اذن

β> y

β−1اذن ∉ B أخرى جɺة ومن
y ≥β−1

.y للعدد الܶݰيح اݍݨزء ɸβ−1و

وحيدة. الٔڈاية ɸذه فان ما عدد نحو عددية متتالية تقارȋت اذا
متتالية) ٰڈاية (وحدانية نظرʈة

.l1 = l2 أن ولن؄فɸن l2 و l1 ٰڈايت؈ن نحو متقارȋة أٰڈا ولنفرض ما عددية متتالية (un)n لتكن
ال؄فɸان

التعرʈف حسب لدينا فانھ lim un = l1 أن بما
(1) ∀ϵ> 0,∃N1 ∈N,∀n ∈N, n ≥ N1 ⇒|un − l1| < ϵ,

التعرʈف حسب كذالك فلدينا lim un = l2 أن كما
(2) ∀ϵ> 0,∃N2 ∈N,∀n ∈N, n ≥ N2 ⇒|un − l2| < ϵ,

: لدينا اذن محققت؈ن، (2) و (1) العلاقت؈ن أن لاحظ N = max(N1, N2) نضع
∀ϵ> 0,∃N ∈N,∀n ∈N, n ≥ N

أن ʇستلزم ɸذا
0 ≤ |l1 − l2| = |l1 −un +un − l2| ≤ |un − l1|+ |un − l2| < 2ϵ

أن ʇعۚܣ وɸذا
l1 = l2
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نظرʈة

ܵݰيح غ؈ف والعكس محدودة فࢼܣ متقارȋة عددية متتالية ɠل

: لدينا الٔڈاية Ȗعرʈف من عندئذ l عدد نحو متقارȋة عددية متتالية (un)n∈N لتكن
ال؄فɸان

∀ϵ> 0,∃N ∈N,∀n ∈N, n ≥ N ⇒|un − l | < ϵ

: أن فنجد ϵ= 1 نضع
∃N ∈N,∀n ∈N, n ≥ N ⇒|un − l | < 1

ومنھ
∃N ∈N,∀n ∈N, n ≥ N ⇒−1−|l | ≤ l −1 < un < 1+ l ≤ 1+|l |

اي
∀n ∈N, n ≥ N ⇒|un | < 1+|l |

التالية الأعداد ب؈ن من عدد أك؄ف ɸو K ليكن

{|u0|, |u1|, |u2|, · · · , |uN−1|}

أن: عندئذ لاحظ M = max{1+|l |, K } بوضع ومنھ

∀n ∈N, |un | < M

محدودة. (un)n∈N المتتالية أن ʇعۚܣ وɸذا
متباعدة. ولكٔڈا محدودة un = cos(n) المتتالية أن لاحظ : مضاد بمثال ال؄فɸان ɲستعمل العكس حالة ʏࡩ

(اݍݰصر) نظرʈة

وɠانت ∀n ≥ N معينة رتبة من ابتداءا wn ≤ un ≤ vn الشرط تحقق عددية متتاليات (wn)n∈N و (vn)n∈N ، (un)n∈N ɠانت اذا
.lim un = l فان l ∈R مع lim wn = lim vn = l

أن اي lim vn = l لدينا جɺة من
ال؄فɸان

∀ϵ> 0,∃N1 ∈N,∀n ∈N, n ≥ N1 ⇒|vn − l | < ϵ

ان اي lim wn = l لدينا اخرى جɺة ومن

∀ϵ> 0,∃N2 ∈N,∀n ∈N, n ≥ N2 ⇒|wn − l | < ϵ

: ʏيڴ ما يحقق N0 = max{N1, N2, N } ʏطبيڥ عدد يوجد ومنھ

∀ϵ> 0,∃N0 ∈N,∀n ∈N, n ≥ N0 ⇒−ϵ+ l < wn ≤ un ≤ vn < ϵ+ l

أن ʇعۚܣ وɸذا
∀ϵ> 0,∃N0 ∈N,∀n ∈N, n ≥ N0 ⇒−ϵ+ l < un < ϵ+ l

.lim un = l أن ȃاࡩɢي وɸدا
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نظرʈة

.ʄالأعڴ حدɸا نحو تتقارب فࢼܣ ʄالأعڴ من ومحدودة م؅قايدة متتالية ɠل

.ʄالأعڴ من ومحدودة م؅قايدة عددية متتالية (un)n∈N لتكن
ال؄فɸان

حدودɸا مجموعة لان موجود المتتالية لɺذه sup
n

un ʄالأعڴ اݍݰد أن لاحظ

{un , n ∈N}

موجود. sup
n

un ʄالأعڴ اݍݰد مسلمة حسب اذن Rمن خال غ؈ف جزء ʏوۂ ʄالأعڴ من محدودة
: ʄالأعڴ لݏݰد المم؈قة اݍݵاصية لدينا

∀ϵ> 0,∃n0 ∈N, sup
n

un −ϵ< un0 ≤ sup
n

un

أن أي
∀ϵ> 0,∃n0 ∈N, sup

n
un −ϵ< un0 ≤ sup

n
un +ϵ

أن أي م؅قايدة (un)n∈N أن كما
n ≥ n0 ⇒ un ≥ un0

لدينا ومنھ
∀ϵ> 0,∃n0 ∈N,∀n ∈N, n ≥ n0 ⇒ sup

n
un −ϵ< un0 ≤ un ≤ sup

n
un +ϵ

أن ʇعۚܣ وɸذا
∀ϵ> 0,∃n0 ∈N,∀n ∈N, n ≥ n0 ⇒ sup

n
un −ϵ< un < sup

n
un +ϵ

أن أي
lim un = sup

n
un .

المطلوب. وɸو
نظرʈة

الأدɲى. حدɸا نحو تتقارب فࢼܣ الأسفل من ومحدودة متناقصة متتالية ɠل

الأدɲى. من ومحدودة متناقصة عددية متتالية (un)n∈N لتكن
ال؄فɸان

حدودɸا مجموعة لان موجود المتتالية لɺذه inf
n

un الأدɲى اݍݰد أن لاحظ

{un , n ∈N}

موجود. inf
n

un ʄالأعڴ اݍݰد مسلمة حسب اذن Rمن خال غ؈ف جزء ʏوۂ الأسفل من محدودة
: الأدɲى لݏݰد المم؈قة اݍݵاصية لدينا

∀ϵ> 0,∃n0 ∈N, inf
n

un ≤ un0 < inf
n

un +ϵ

أن أي
∀ϵ> 0,∃n0 ∈N, inf

n
un −ϵ< un0 < inf

n
un +ϵ

أن أي متناقصة (un)n∈N أن كما
n ≥ n0 ⇒ un ≤ un0

لدينا ومنھ
∀ϵ> 0,∃n0 ∈N,∀n ∈N, n ≥ n0 ⇒ inf

n
un −ϵ< un ≤ un0 ≤ inf

n
un +ϵ
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أن ʇعۚܣ وɸذا
∀ϵ> 0,∃n0 ∈N,∀n ∈N, n ≥ n0 ⇒ inf

n
un −ϵ< un < inf

n
un +ϵ

أن أي
lim un = inf

n
un .

المطلوب. وɸو
نظرʈة

الٔڈاية. نفس نحو متقارȋت؈ن متجاورت؈ن متتاليت؈ن ɠل

.lim(un −vn) = 0 و متناقصة والاخرى م؅قايدة احداɸما أن ʇعۚܣ ɸذا متجاورت؈ن، متتالي؅ن (vn)n∈N و (un)n∈N لتكن
ال؄فɸان

متناقصة. (vn)n∈N و م؅قايدة (un)n∈N أن لنفرض
متقارȋت؈ن. (vn)n∈N و (un)n∈N المتتاليت؈ن أن لنثȎت : أولا

حيث (wn)n∈N المتتالية لنعت؄ف
wn = vn −un

: لدينا

wn+1 −wn = (vn+1 −un+1)− (vn −un) = vn+1 −un+1 −vn +un = vn+1 −vn − (un+1 −un)

.−(un+1 −un) ≤ 0 فان م؅قايدة (un)n∈N أن بما
.vn+1 −vn ≤ 0 فان متناقصة (vn)n∈N أن وȋما

متناقصة. متتالية (wn)n∈N أن أي wn+1 −wn ≤ 0 لدينا عندئذ
: لدينا اخرى جɺة من

lim wn = lim(vn −un) = 0

سابقة. نظرʈة حسب محدودة متتالية فࢼܣ اذن متقارȋة متتالية (wn)n∈N اذن
أن أي الأدɲى، حدɸا نحو تتقارب فࢼܣ السابقة النظرʈة حسب اذن الأسفل من ومحدودة متناقصة متتالية (wn)n∈N ومنھ

lim wn = inf
n

wn = 0.

أن ʇعۚܣ ɸذا
wn = vn −un ≥ 0 ⇒∀n ∈N, vn ≥ un

ومنھ
v0 ≥ v1 ≥ ·· · ≥ vn ≥ un ≥ ·· · ≥ u1 ≥ u0

متقارȋة. متتالية فࢼܣ اذن (vn)n∈N المتتالية حدود من حد بأي ʄالأعڴ من ومحدودة م؅قايدة متتالية (un)n∈N لدينا اذن
متقارȋة. متتالية فࢼܣ اذن (un)n∈N المتتالية حدود من حد بأي الأسفل من ومحدودة متناقصة متتالية (vn)n∈N الطرʈقة بنفس

الٔڈاية. نفس لɺما (vn)n∈N و (un)n∈N أن لنثȎت : ثانيا
لدينا المتتاليات ٰڈايات حول عمليات نظرʈة حسب

lim wn = lim(vn −un) = lim vn − lim un = 0

أي
lim vn = lim un

ال؄فɸان. ينࢼܣ وɸذا
مشابھ. برɸان ʄعڴ ونحصل م؅قايدة (vn)n∈N و متناقصة (un)n∈N أن أي العكس فرض يمكننا أنھ لاحظ
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نظرʈة

لدينا: عندئذ l ∈R وليكن عددية متتالية (un)n∈N لتكن

lim
n→∞un = l ⇐⇒ lim

n→∞u f (n) = l

.(un)n∈N المتتالية من مستخرجة كيفية متتالية (u f (n))n∈N حيث
ال؄فɸان

لدينا اذن l العدد نحو متقارȋة (un)n∈N من مستخرجة (u f (n))n∈N متتالية ɠل أن لنفرض (⇐)

lim
n→∞un = l

نفسɺا. من جزئية (un)n∈N المتتالية لان

. lim
n→∞u f (n) = l أن اثبات ولنحاول lim

n→∞un = l أن الان لنفرض (⇒)

Ȗعرʈفا Ȗعۚܣ lim
n→∞un = l لدينا

∀ϵ> 0,∃N ∈N,∀n ∈N, n ≥ N ⇒|un − l | < ϵ

لدينا أنھ أي f (n) ≥ n ≥ N فان n ≥ N ɠان اذا أنھ لاحظ

∀ϵ> 0,∃N ∈N,∀n ∈N, n ≥ N ⇒|u f (n) − l | < ϵ

أن ʇعۚܣ وɸذا
lim

n→∞u f (n) = l .

كوءۜܣ) (مقياس نظرʈة

لدينا: عندئذ عددية، متتالية (un)n∈N لتكن

متقارȋة متتالية (un)n∈N ⇐⇒ كوشية متتالية (un)n∈N

ال؄فɸان

فقط. ⇒ الاستلزام ɸذا باثبات سنقوم
لدينا: أنھ أي l حقيقي عدد نحو متقارȋة عددية متتالية (un)n∈N لتكن

∀ϵ> 0,∃N ∈N,∀n ∈N, n ≥ N ⇒|un − l | < ϵ

لدينا: عندئذ m ≥ n ≥ N بحيث طبيعي؈ن عددين m و n ليكن

|un −um | = |un − l + l −um | ≤ |un − l |+ |um − l | < ϵ+ϵ= 2ϵ

:ʏيڴ ما كتابة ɲستطيع ومنھ

∀ϵ> 0,∃N ∈N,∀n, m ∈N, m ≥ n ≥ N ⇒|un −um | < ϵ

كوشية. متتالية (un)n∈N أن ʇعۚܣ وɸذا

2 من 1 صفحة



ال؅فاجعية المتتالية لنعت؄ف يأȖي ما ɠل ʏࡩ{
u0 ∈ D

un+1 = f (un), ∀n ∈N.

حقيقيا. تاȊعا f : D ⊆R→R بحيث
نظرʈة

ɠان اذا ومتناقصة f (u0) ≥ u0 ɠان اذا م؅قايدة (un)n∈N تكون ذالك ʄاڲ اضافة رتʋبة، (un)n∈N المتتالية فان م؅قايدا تاȊعا f ɠان اذا
. f (u0) ≤ u0

رتʋبة. لʋست (un)n∈N المتتالية فان متناقصا f التاȊع ɠان اذا اما
ال؄فɸان

م؅قايدا. f التاȊع أن لنفرض
.u1 ≥ u0 فان f (u0) ≥ u0 ɠان اذا

.u2 ≥ u1 لدينا ومنھ م؅قايدا. f التاȊع لان تتغ؈ف لا الم؅فاݦݰة أن لاحظ f (u1) ≥ f (u0) فنجد السابقة الم؅فاݦݰة ʄعڴ f التاȊع لندخل
أن نجد بالتدرʈج وɸكذا

· · · ≥ un ≥ ·· · ≥ u2 ≥ u1 ≥ u0.

ال؄فɸان. ينࢼܣ وɸذا م؅قايدة (un)n∈N المتتالية ان اي
. f (u0) ≤ u0 حالة اثبات الرʈقة بنفس يمكننا
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نظرية

المجال. هذا من نقطة x0 و R من I مفتوح مجال عڴى معرفا حقيقيا تابعا f ليكن
وحيدة. الٔڈاية هذه فان x0 النقطة عند ٰڈاية f التابع قبل اذا

: لدينا الٔڈاية تعريف من عندئذ x0 النقطة عند l2 و l1 ٰڈايت؈ن يقبل f التابع أن لنفرض
ال؄فهان

∀ϵ> 0,∃α1 > 0,∀x ∈ I , |x −x0| <α1 ⇒| f (x)− l1| < ϵ

و
∀ϵ> 0,∃α2 > 0,∀x ∈ I , |x −x0| <α2 ⇒| f (x)− l2| < ϵ

لدينا: ينتج α= min(α1,α2) بوضع

∀ϵ> 0,∃α> 0,∀x ∈ I , |x −x0| <α

أن يستلزم هذا
0 ≤ |l1 − l2| ≤ |l1 − f (x)+ f (x)− l2| ≤ | f (x)− l1|+ | f (x)− l2| < 2ϵ

أن يعۚܣ وهذا
l1 = l2

وحيدة. الٔڈاية ومنھ
نظرية

أن أي والأدنى، الأعڴى حديھ ويدرك محدود تابع [a, b] ومحدود) مغلق (مجال م؅فاص عڴى مستمر f تابع كل

∃x0, x1 ∈ [a, b], f (x0) = sup
[a,b]

f (x) ; f (x1) = inf
[a,b]

f (x)

.[a, b] عڴى محدود f التابع أن لنثبت : أولا
ال؄فهان

أن أي [a, b] المجال عڴى محدود غ؈ف f التابع أن لنفرض

∀K ∈R∗
+,∃x ∈ [a, b], | f (x)| > K

يڴي: ما كتابة يمكننا أنھ أي K موجب حقيقي عدد كل أجل من صحيحة العلاقة هذه

K = 1,∃x1 ∈ [a, b]; | f (x1)| > 1

K = 2,∃x2 ∈ [a, b]; | f (x2)| > 2

... ... ......
K = n,∃xn ∈ [a, b]; | f (xn)| > n

بحيث [a, b] من (xn)n متتالية عڴى نتحصل ومنھ

lim
n→+∞ | f (xn)| = +∞

(xnk )k جزئية متتالية عڴى تحتوي فࢼܣ ومنھ محدود، [a, b] المجال لان محدودة متتالية عن عبارة ۂي أي (xn)n ⊂ [a, b] لدينا كما
لدينا عندئذ مستمر f التابع أن وبما l ∈ [a, b] ما عدد نحو متقاربة

lim
n→+∞ | f (xnk )| = f (l )
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لدينا اخرى جهة ومن limn→+∞ | f (xn)| = +∞ أن سابقا برهنا ولكن

| f (xnk )| > nk ⇒ lim
n→+∞ | f (xnk )| = +∞

محدود. تابع f ومنھ تناقض وهذا
لدينا: الأدنى للحد المم؈قة الخاصية من m = inf[a,b] f (x) لنضع ثانيا:

∀ϵ> 0,∃xϵ ∈ [a, b], m ≤ f (xϵ) < m +ϵ

بوضع ومنھ

ϵ= 1,∃x1 ∈ [a, b], m ≤ f (x1) < m +1

ϵ= 1

2
,∃x2 ∈ [a, b], m ≤ f (x2) < m + 1

2
... ... ......

ϵ= 1

n
,∃xn ∈ [a, b], m ≤ f (xn) < m + 1

n

الحصر) نظرية (باستخدام تحقق (xn)n ⊂ [a, b] عددية متتالية عڴى نتحصل

lim
n→+∞ f (xn) = m

l ∈ [a, b] عدد نحو متقاربة (xnk )k جزئية متتالية عڴى تحتوي ف؈فش؅فاس بولزانو م؄فهنة حسب فࢼܣ محدودة متتالية (xn)n أن كما
لدينا ينتج مستمر f التابع أن وبما

lim
n→+∞ f (xnk ) = f (l )

بحيث [a, b] المجال من l عدد يوجد أنھ يعۚܣ وهذا
f (l ) = m

المطلوب. وهو
.sup حالة ࡩي ن؄فهن الطريقة بنفس

نظرية

يحقق: ]a, b[ المجال من c عدد يوجد عندئذ f (a) f (b) < 0 بحيث مستمرا تابعا f : [a, b] ⊂R→R ليكن

f (c) = 0

ولنضع: ( f (b) < 0 (أي f (a) > 0 أن لنفرض
ال؄فهان

A = {x ∈ [a, b]; f (x) > 0}

ولنضع موجود sup A الأعڴى الحد مسلمة فحسب ومنھ A ⊂ [a, b] لأن محدودة وحتما a ∈ A لأنھ خالية غ؈ف A المجموعة أن لاحظ
.c = sup A

. f (c) = 0 أن لن؄فهن
هذا عڴى موجبة f التابع اشارة بحيث ]c −α, c +α[, α ∈ R∗+ مجال يوجد عندئذ f (c) ̸= 0 أن ولنفرض a < c < b لدينا

ومنھ f التابع استمرار من ناتج وهذا المجال
f (c + α

2
) > 0

أن أي
c + α

2
∈ A

ال؄فهان. ينࢼܣ وهذا f (c) = 0 ومنھ c = sup A كون من تناقض وهذا
النتيجة. نفس عڴى ونتحصل f (b) > 0 عندئذ f (a) < 0 أن نفرض أن يمكننا
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المتوسطة القيم نظرية

.x1 < x2 بحيث f لـ قيمت؈ن f (x2) و f (x1) و I كيفي مجال عڴى مستمرا تابعا f : I ⊂R→R ليكن
يحقق: ]x1, x2[ المجال من x0 عدد يوجد f (x2) و f (x1) ب؈ن محصور c حقيقي عدد كل أجل من عندئذ

f (x0) = c

ولنعرف f (x1) < c < f (x2) وليكن النتيجة) نفس عڴى ونحصل العكس فرض (يمكننا f (x1) < f (x2) أن لنفرض
ال؄فهان

التاڲي: التابع

g : [x1, x2] →R

x → g (x) = f (x)−c

لدينا: أنھ كما مستمر g التابع أن واضح

g (x1)g (x2) = ( f (x1)−c)( f (x2)−c) < 0

يحقق ]x1, x2[ المجال من x0 عدد يوجد ومنھ السابقة النظرية شروط يحقق g التابع أن أي

g (x0) = f (x0)−c = 0

أن يعۚܣ وهذا
f (x0) = c

المطلوب. وهو
نظرية

النقطة. هذه عند مستمر تابع فهو ما نقطة عند للاشتقاق قابل تابع كل

عندئذ: x0 ما نقطة عند للاشتقاق قابلا تابعا f ليكن
ال؄فهان

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= f

′
(x0)

يڴي: كما السابقة العبارة كتابة يمكننا أنھ لاحظ

f (x)− f (x0)

x −x0
= f

′
(x0)+ϵ(x) ⇔ f (x) = f (x0)+ (x −x0)( f

′
(x0)+ϵ(x))

.limx→x0 ϵ(x) = 0 بحيث
لدينا: ومنھ

lim
x→x0

f (x) = f (x0)+ (x −x0)( f
′
(x0)+ϵ(x)) = f (x0)

.x0 النقطة عند مستمر f التابع أن يعۚܣ وهذا
نظرية

.x0 ∈ I و R من I مجال عڴى معرفا تابعا f : I ⊆R→R ليكن
فان: موجودا، f

′
(x0) وكان x0 النقطة عند قصوى قيمة f لـ كانت اذا

f
′
(x0) = 0
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نفس عڴى ونحصل الخطوات نفس فنتبع صغرى قيمة أٰڈا فرضنا عظمى.(اذا قيمة ۂي القصوى القيمة هذه أن لنفرض
ال؄فهان

النتائج)
اذن: x0 النقطة يحوى مجال ࡩي f (x0) > f (x) اخرى جهة من ولدينا f

′
d (x0) = f

′
g (x0) فان موجودا f

′
(x0) أن بما

f
′
(x0) = f

′
d (x0) = lim

x→x+
0

f (x)− f (x0)

x −x0
≤ 0

f
′
(x0) = f

′
g (x0) = lim

x→x−
0

f (x)− f (x0)

x −x0
≥ 0

أن: يستلزم وهذا
f

′
(x0) = 0.

ROLLE روول نظرية

. f (a) = f (b) بحيث ]a, b[ المجال عڴى للاشتقاق وقابلا مستمرا تابعا f : [a, b] →R ليكن
تحقق: ]a, b[ المجال من c نقطة توجد عندئذ

f
′
(c) = 0

.[a, b] المجال من نقطة اي ۂي c والنقطة محققة النظرية هذه فان [a, b] المجال عڴى ثابتا f التابع كان اذا أولا:
ال؄فهان

أنھ سابقة نظرية حسب يعۚܣ وهذا [a, b] المجال عڴى مستمر تابع f عندئذ [a, b] المجال عڴى ثابت غ؈ف f التابع أن لنفرض ثانيا:
أن: أي والأدنى، الأعڴى حديھ يدرك

∃x1, x2 ∈ [a, b]; f (x1) = sup
[a,b]

f (x) = M , f (x2) = inf
[a,b]

f (x) = m

النظرية حسب اذن x1 النقطة عند الاشتقاق يقبل وهو f للتابع عظمى قيمة f (x1) = M أن أي f (a) = f (b) ̸= M أن لنفرض
فان السابقة

f
′
(x1) = 0

ال؄فهان. ينࢼܣ وهذا
. f (a) = f (b) ̸= m حالة ࡩي ال؄فهان نفس

المنْڈية ال؅قايدات نظرية

.]a, b[ المجال عڴى للاشتقاق وقابلا مستمرا تابعا f : [a, b] →R ليكن
تحقق: ]a, b[ المجال من c نقطة توجد عندئذ

f (b)− f (a) = (b −a) f
′
(c).

التاڲي: التابع لنعرف
ال؄فهان

g : [a, b] →R

x → g (x) = f (x)− f (a)− f (b)− f (a)

b −a
(x −a)

للاشتقاق. وقابلة مستمرة توابع كمجموع ]a, b[ المجال عڴى للاشتقاق وقابل مستمر f التابع أن واضح
لدينا: أنھ كما

g (a) = g (b) = 0

تحقق ]a, b[ المجال من c نقطة توجد أنھ أي روول نظرية شروط يحقق g التابع

g
′
(c) = 0
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أن يعۚܣ وهذا
f

′
(c)− f (b)− f (a)

b −a
= 0 ⇔ f (b)− f (a) = (b −a) f

′
(c)

المطلوب. وهو
المعممة المنْڈية ال؅قايدات نظرية

.∀x ∈]a, b[, g
′
(x) ̸= 0 و ]a, b[ المجال عڴى للاشتقاق وقابل؈ن مستمرين تابع؈ن f , g ليكن

تحقق: ]a, b[ المجال من c نقطة توجد عندئذ

f (b)− f (a)

g (b)−g (a)
= f

′
(c)

g ′(c)

g
′
(c) = 0 بحيث c ∈]a, b[ عدد يوجد أنھ يعۚܣ وهذا روول نظرية شروط يحقق g لكان g (a) = g (b) كان لو أنھ لاحظ

ال؄فهان

.∀x ∈]a, b[, g
′
(x) ̸= 0 كون من تناقض وهذا

التاڲي: التابع لنعرف

h : [a, b] →R

x → h(x) = f (x)− f (a)− (g (x)−g (a))
f (b)− f (a)

g (b)−g (a)

يحقق: c ∈]a, b[ عدد يوجد أنھ أي روول، نظرية شروط يحقق h التابع أن لاحظ

h
′
(c) = 0

أن: يعۚܣ وهذا
f

′
(c)−g

′
(c)

f (b)− f (a)

g (b)−g (a)
= 0

أن أي
f (b)− f (a)

g (b)−g (a)
= f

′
(c)

g ′(c)
.
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